OSNOVNE OSOBINE SKUPA
KOMPLEKSNIH BROJEVA |
NJEGOVIH PODSKUPOVA

Polje realnih brojeva

Neka su u skupu R definirani sabiranje + 1 mnoZenje te binarna relacija < 1
neka su za sve x,y,z € R zadovoljeni uvjeti:

R.1) (x+y)+z=x+(y+2),

(R.2) (0€R)(Vxe R)x+0=x,

(R3) (VxeR)(A(—x)e R)x+(—x)=0,

(R4) x+y=y+x,

(R.5) x(yz)=(x)z,

(R.6) x(y+2z)=xy+xz,

(R.7) (dleRrR\ {0})(Vx eR)x-1=x,

(R.8) (VxeR\ {O}r)(EIx"l eR)x-x"=1,

(R9) xy=yx,

(R.10) (x<y)v(y<wx),

R.I1) (x<yAy<x)=>x=y,

(R12) (x<yAny<z)=(x<2),

R13) (x<y)=>(x+z<y+2),

R.14) (x<)A(z>0)=(xz<Ly2),

(R.15) Svaki odozgo ogranicen neprazan skup u R ima supremum u R.
Tada uredenu Cetvorku (R,+,-,<) zovemo uredeno kompletno polje ili polje

realnih brojeva 1 to polje oznatavamo sa R . Aksiom (R.15) izrazava bitno
svojstvo skupa realnih brojeva R koje zovemo kompletnost skupa R .

Prirodni brojevi
Bitne osobine skupa N prirodnih brojeva mogu se izraziti sljede¢im
teoremom:

Teorem (Peanovi aksiomi)
(N.1) 1eN,
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(N.2) neN=n"eNm+1=n"),

(N.3) (Vm,neN)ym" =n" => m=n,(r:n—> n'injekcija),

(N.4) (VneN)n" #1,

(N.5) Ako je M podskup od N sa osobinama:
leMA(VNneN) (neM =>n"eM)= M =N,

Peti Peanov aksiom (Princip matematicke indukcije) je moc¢no sredstvo pri
dokazivanju iskaza koji se odnose na prirodne brojeve 1 pri definiranju
funkcija. Metoda se sastoji u sljede¢em: ako neka tvrdnja vrijedi za n=1 i
ako iz pretpostavke da tvrdnja vrijedi za n=k slijedi da tvrdnja vrijedi za
n=k+1, onda tvrdnja vrijedi za sve prirodne brojeve n.

Skup 7. cijelih brojeva:
Stavimo -N={-n:neN},Z=-NuU{0} UN. Tada se Z zove skup cijelih
brojeva.

Skup Q racionalnih brojeva i skup I iracionalnih brojeva:
Skup Q= {f :xeZ,neN } nazivamo skup racionalnih brojeva. Skup
n

I =R\Q zove se skup iracionalnih brojeva. Npr. jednostavno se dokazuje

da2el. Skup koji ima jednak kardinalni broj kao skup prirodnih brojeva
N je prebrojiv skup. Drugim rijecima, skup A je prebrojiv ako 1 samo ako
postoji bijekcija f:N—> 4. Prebrojivi su skupovi npr. N, Z, Q a
neprebrojivi su npr. R, C, skup transcedentnih brojeva. Inace, broj dobiven
iz cijelih brojeva pomocu konacno primjena operacija sabiranja, oduzimanja,
mnozenja 1 dijeljenja te vadenja n-tih korijena, gdje je ne N jeste algebarski
broj. Naime, to je broj koji je rjeSenje neke algebarske jednadzbe s cijelim
koeficijentima. Realan broj koji nije rjeSenje ni jedne algebarske jednadzbe s
cijelim koeficijentima je transcendentan broj. Takvi su npr. brojevi

e In 2,2JE . Transcedentnih brojeva ima vise nego algebarskih brojeva.



1. Osnovne osobine skupa kompleksnih brojeva i njegovih podskupova

1.1. MATEMATICKA INDUKCIJA

Iskaz je taCan za svaki prirodan broj n (n > ng)
1° ako je tacan za prirodan broj ng (ng > 1) 1
2° ako iz pretpostavke da je tacan za prirodan broj k (k > ny) slijedi da je
tacan iza broj k + 1.

ZADACI
Dokazati sljedece tvrdnje matematickom indukcijom:
a) 1+2+3+...+n=%n(n+1)
b) P+2°+..+n° = %n(n+l)(2n+l)

o n(n+1)

c) P=224+3+. . +(=1)""n"=(-1) 5

d) Zn:iz(i-i-l):%n(n+l)(n+2)(3n+l)
e) Zn:i!z’:(n—i-l)!—l

f) Zn:i2i:(n—l)2”+l+2

2) (li+h)”>1+nh h>— 1

h >

) R
i) 2">n

D) 3| f(m)=5"+2""n=0,1,2,...
k) 54]f(n)=2"-9n +3n-2

Rjesenje:

a) Provjerimo da li je formula tacna za k = 1:

1
l=—-1-(1+1
5 (1+1)
1=1T
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Pretpostavimo da je tvrdnja tatna za k>1, 1 pokazimo da je onda tvdnja
tanaizak+ 1.

Shy=1+2+3+...+k= %k(k+1) (po pretpostavci)
Sk+1)=1+2+3+...+k+(k+1)=Stk)+k+1)=
%k(k+1)+(k+l):(k+1)(%k+1):%(k+l)(k+2)

Vidimo da tvrdnja vrijedi 1 za k+1, pa prema principu matematicke
indukcije vrijedi za sve prirodne brojeve, tj. Vi e N.

b) Provjerimo da li je formula tac¢na za k= 1:

1:%-1-(1+1)(2+1)

1=1T
Pretpostavimo da je tvrdnja tatna za k>1, 1 pokazimo da je onda tvdnja
tanaizak+ 1.

Sk)=1"+2°+.+k* = %k(k +1)(2k +1) (po pretpostavci)
Sk+D)=1+2°+.+k>+(k+1)> =S(k)+ (k+1)°

:%k(k+l)(2k+1)+(k+1)2 = (k+1)(%k(2k+1)+(k+1)) =

2 2
:(k+1)2k +k+6k+6 :(k+1)2k +3k6+4k+6 _
— (k+1) 2"(“2)6”(“2) :%(k+1)(k+2)(k+3)

Tvrdnja vrijedi i za k + 1, pa vrijedi za sve prirodne brojeve.

¢) Provjerimo da li je formula tacna za k = 1:
1=(-1"" !

—-(1+1
5 (14D
1=1T

Pretpostavimo da je tvrdnja tana za k£ >1, 1 pokazimo da je onda tvdnja
tanaizak+ 1.
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S(k)=1> =22 +32 + ...+ (=& = (1)

- @ (po pretpostavci)

Sk+D)=1=-2+3+. . +D"E+ (=)' (k+1)°

=(—1>""@+(—1>"(k+1>2

=(—1>’f(k+1>((—1>§+(k+1>)

=(—1>"(k+1>(§+1)=

_ ey 1)2(k +2)

Vidimo da tvrdnja vrijedi i za k + 1, pa vrijedi za sve prirodne brojeve.

d)Provjerimo da li je formula tacna za k = 1:

1(1+1):é-l-(l+1)(l+2)(3+l)

2=2T

Pretpostavimo da je tvrdnja tatna za k > 1, 1 pokaZimo da je onda tvdnja ta¢na
1zak+ 1.

S(k)= Zk:iz(i +1)= %k(k +1)(k +2)(3k+1) (po pretpostavci)
Sk+1)= kiiiz(iﬂ) =S(k)+(k+1)*(k+2)

i=1

:%k(k +D)(k+2)Ck+1)+(k+1)(k+2)

:(k+1)(k+2)(%k(3k+1)+k+1)

2+ k+12k+12
12

=(k+1)(k+2) 3k
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49k +4k+12

12
3k(k+3)+4(k+3)
12

:7%m+nm+2xk+aok+®

=(k+1)(k+2) 3k

= (k+1)(k +2)

Vidimo da tvrdnja vrijedi i za k + 1, pa vrijedi za sve prirodne brojeve.
e) Provjerimo da li je formula ta¢na za k= 1:

1H=1+1)-1
1=17T

Pretpostavimo da je tvrdnja tana za k£ >1, 1 pokazimo da je onda tvdnja
tanaizak+ 1.

k
S(k) = Zi!i =(k+1)!~1 (po pretpostavci)

i=1

Aﬂk+D:§;H:SM)+m+DKk+D:(k+DF1+%+DKk+D

i =k+DI(A+k+)-1=(k+2)(k+1)!-1
=(k+2)-1

Vidimo da tvrdnja vrijedi i za k + 1, pa vrijedi za sve prirodne brojeve.

f)Provjerimo da li je formula ta¢na za k= 1:

1:2' =(1-1)-2""+2
2=2T

Pretpostavimo da je tvrdnja tana za k£ >1, 1 pokazimo da je onda tvdnja
tanaizak+ 1.

k
S(ky=Yi2"=(k-1)2"" +2 (po pretpostavci)

i=1
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k+1
Sk+1)=Yi2"=S(k)+ (k+1)2"" = (k=1)2"" +2+ (k +1)2""
i=1

=2k +1+k-1)+2
=2k 4+2=2"k+2

Vidimo da tvrdnja vrijedi i za k + 1, pa vrijedi za sve prirodne brojeve.
g)Provjerimo da li je formula ta¢na za k= 1:
(1+h) >1+1-h

1+h21+h T

Pretpostavimo da je tvrdnja tana za k£ >1, 1 pokazimo da je onda tvdnja
tanaizak+ 1.

S(k)=(1+h)* >1+kh (po pretpostavci)
S(k+1) = (14 h)* = SEYA+h) > 1+ k)1 + k) (jer je 144> 0)
=1+h+kh+kh’ =1+ (k +)h+kh®
>14(k+1)h, jer jekh® >0 zaVk eN, Vhe R

Vidimo da tvrdnja vrijedi i za k + 1, pa vrijedi za sve prirodne brojeve.

h)Provjerimo da li je nejednakost tacna za k = 1:

TZ\/_

121T

Pretpostavimo da je nejednakost ta¢na za k£ >1, 1 pokazimo da je onda
nejednakost taéna i zak+1.

W=
_\/%+\/m_(k+l)\/?+ k+1

S(k'i‘l):S(k)'F\/—Z k+ﬁ— el = 1
_ k1 +1 JZ+1) Ve 1(kNk+1) _Nk+1(k+1) _ kT
k+1 k+1 k+1
= Sk+1)>+k+1

Vidimo da nejednakost vrijedi i za k + 1, pa vrijedi za sve prirodne brojeve.
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1) Provjerimo da li je nejednakost tacna za k = 1:
2'>1 T

Pretpostavimo da je tvrdnja tana za k£ >1, 1 pokazimo da je onda tvdnja
tanaizak+ 1.

Sky=2">k
Sk+1)=2""=8S(k)-2>2k=k+k>k+1
(jer je po pretpostavci k£ >1)
=>Sk+1)>k+1

Vidimo da tvrdnja vrijedi i za k + 1, pa vrijedi za sve prirodne brojeve.

j) Provjerimo da li je tvrdnja tac¢na za k = 0:
f(0)=5"+2""=1+2=3
=3|3T

Pretpostavimo da je tvrdnja tatna za k>1, 1 pokazimo da je onda tvdnja
tanaizak+ 1.

f(k)=5"+2" 3| f(k) (po pretpostavci)

fle+1)=5"" 422 =5.55 1 2.0 =
=2(5* +2")+3.5
=2f(k)+3-5"

Ocigledno je drugi sabirak djeljiv sa 3. Prvi sabirak je djeljiv sa 3 po
pretpostavei. Odavde imamo da je 1 njihov zbir djeljiv sa 3, t.3| f(k+1).

Vidimo da tvrdnja vrijedi i za k + 1, pa vrijedi za sve prirodne brojeve.

k) Provjerimo da li je tvrdnja tatna za n=1:

f(1)=2"""-9.1* +3.1-2=8-9+3-2=0 = 54|O T

Pretpostavimo da je tvrdnja tatna za k>1, 1 pokazimo da je onda tvdnja
tanaizak+ 1.

54‘f(k) =2*"*"_9.%k* +3.k-2 (po pretpostavci)
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Sh+1)=2"" D9 (k+1)* +3-(k+1)-2

=42 -9 k* +3-k-2)+3-9k* =27k

=42 9. k* +3-k-2)+27k(k-1)
Ako je k paran broj, tada je on djeljiv sa 2, pa je 1 k(k—1) djeljivo sa 2. Ako
je k neparan broj, tada je k—1 paran broj, pa je djeljiv sa 2. Odavde slijedi
da je 27k(k—1) djeljivo sa 54. 1z ovog 1 induktivne pretpostavke slijedi da je
f(k+1) djeljivo sa 54, Sto je trebalo dokazati. Sada prema principu

matematicke indukcije 54| f(k), za svaki prirodan broj & .

Zadaci za samostalan rad

2. Matematickom indukcijom dokazi djeljivost:
a) 64| f(n)=3""+40n-27,n=0,1,2,...
b) 9| f(n)=2"-3n-1,n>2
c) 133| f(n)=11"7+12""2,n>0

3. Metodom matematicke indukcije dokazite:
a) 1:3+3-5+...+(2n-1)(2n+1) :%n(4n2 +6n-1)

b) 143+..+(2n-1)=n’

1.2. BINOMNI | TRINOMNI OBRAZAC

Za sve n,k € N definiramo:

n!:1.2'3mn,(gj:1,(zj:n(n—l)--l-(('n—k+1). (Izraz n! ¢&itamo: en

faktorijel; 1zraz (Zj ¢itamo: en nad k.

Vrijedi:
n n n+l) (n n
+ = 1 = .
k-1 k k k n—k
Binomna formula:
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Zasve a,beR isve neN je:

n n n n n—1 n n—1 n n 1; 4
a+ = a’ + a +-o 4 a + , il race
b b b b 1 k

0 1 n-—1 n
" (n
(a+b)" =D l""b".
o\ k

n
Brojevi (k] zovu se binomni koeficijenti.

Trinomna formula:

a'b’ct

Zasve a,b,ce R isve neN je: (a+b+c)' = z —
e 1Tk

ZADACI

1. Naci zbirove:

a)( j (”j+.“+(”]

MZ(DV

|
LI

2) 2 =(1+1)" :g(glk ek 2;(2] :(S]+(ﬂ++(g

b Y (-1 (Z] — (=1 =0" =0

c) 2"=2"+0 :i(Z}i(—D" (Z] =2((g]+(;]+---)
(n] (n] B
= + +...=2
0 2

2. Dokazati:

10
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(e
RIS

Rjesenje:

a)(nj: n(n=1)(n-2)...(n—k+1) _ n(n-(n-2)...(n-k+1) (n—k)!

k k! ! (n—k)!
n!
Tk n—k)!
n n!
b)(k]::kKn—k)! O
( n ]: n! _ n! 2)
n-k) (n-k)l(n-(n-k))! (m-k)k!

Sada, uporedivanjem jednakosti (1) 1 (2) dobijamo jednakost:

e

M
c) + = + =
k) \k=1) kl(n-k)! (k-D)!(n—(k-1)!

_nl(n+l-k)+nlk  (n+1)!  (n+l
Kn+1-k)!  Kn+l-k)! | &

3. Naéi racionalne sabirke u razvoju ({x° +3/x)"°.

Rjesenje:
10Y 3% Lao-n
S = . x4 x3 ,k=0,1,...,10

11
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10 9k+40-4k n 5k+40
=8, = x 122 = x 12
k k

sk 440=12s,5€Z=0<k=2"% 10 kez

10
:>40£12s£90/\keZ:>s:S,k:42>55:(4]x5:210x5

12
4. U razvoju binoma (x(‘/; + L] odrediti ¢lan koji ne sadrzi x.

8.5
X

Rjesenje: Za proizvoljno k €{0,1,2,...,12} imamo da je

k 12—k k
12 -k 1 12 3 -
— 4 — 4 8 —
e (g ) ] -
12 5(12—k) 5k 12 5(12—1{)_% 12 120-15k
= x 4 x %= x 4 %= x 8.
k k k

Otuda, rijeSicemo jednacinu 120—-15k =0. Imamo da je 15k =120 = k =8,

pa je trazeni ¢lan deveti.
100

5. Koliko racionalnih ¢lanova ima u razvoju (\/5 +43 ).

Rjesenje:

100 k 100—k
:SM:( j22-3 4 k=0,1,...100
k

:>100—k=4S/\k€Z/\OSkSIOOZ>OSSS25,SEZ:>kG{4S|S=0,1,...,

U razvoju (v/2 +%/3)'™ postoji 26 racionalnih ¢lanova.

6. Dokazati:

a) 17| f(n)=54"+3"-16
b) 3| f(n)=11-10*"+1

Rjesenje:

12

25}
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a)f(n):54”+3”-16:3”(18”+16):>(17|f(n)<:>17|(18”+16))

18" +16=(17+1)" +16:Zn:(2j17" 1 416=

k=0

:1+17(n+17”(”2_1)+...+17"—‘j+16
:17(1+n+17n(nT_1)+...+17"_1j:>17|f(n)

2n 2
b) f(n):11-102"+1:11-(9+1)2"+1:11-Z( Z]9"+1

k=0
:11+11-9-(2n+9.w+ “+9zn_1j+l

f(n) smo napisali kao sumu od dva sabirka. Oba sabirka su djeljiva sa 3, pa
odavde imamo da je i f(n) djeljiv sa 3.

7. Dokazati trinomni obrazac:

r
(a+b+c)' = z —a n bt

Wik

Rjesenje:

- " kin—k o
(a+b+c)"—2(n](a+b)” heh = (HJ(Z(H ' jan—k—.zb.z}k
k=0 =PI
I A kg — n—k—j=i
io0 =0\ Kk J i+j+k=n

kY . . y
- (n](n | ja’b"ck _ z ' n Sbick
i+j+k=n k J i+j+hk=nl '] k!

8. Odrediti koeficijent uz x” u razvoju (x> —x+1)".

bl

=

O

Rjesenje:

(*—x+1)'= > (x) 1= Y —— iy

i+j+k:5i!j!k! i+ j+k= SZ']'k'

13
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=2, j=3,k=0
2i+j=7={ 7/ @( 1y + @( 1)=—-10-20=-30
i=3,j=1k=1

Koeficijent uz x’ iznosi (- 30).

9. Odrediti koeficijent uz x° u razvoju (x° +x—2)°.

Rjesenje:
6 . 6
x3+x_26: —x31.x]. _2k_ 31+/
( R T P Yy )
=0,/ =5k=1
3itj=5=1 ) =120 o), zgg(2)..--12 480 = —492
i=1,j=2k=3 120

Koeficijent uz x° iznosi (—492).

Zadaci za samostalan rad

24
10. a) Naci racionalne ¢lanove u razvoju (3/5 +32 )

b) Odrediti ¢lan koji sadrzi x*° u razvoju binoma (_+\/7 ] .

xa/x
1.3. KOMPLEKSNI BROJEVI

Definirajmo sabiranje i mnoZenje u R* sa:
(a,b)+(c,d)=(a+c,b+d) (1) i
(a,b)-(c,d)=(ac—bd,ad +bc) (2)

Lako se pomocu aksioma (R.1) — (R.9) realnih brojeva pokaze da je uredena

trojka (R2,+,-) polje. Polje (R2,+,-) zove se polje kompleksnih brojeva i

oznacava se sa C. Element i =(0,1)e C zove se imaginarana jedinica i za

svaki (a,b) e C prema (1) i (2) imamo:
(@b)=a+ib. (3)

Stavimo z=a+ib. Tada se realni broj a=Re(z) zove realni dio
kompleksnog broja a realni broj b =Im(z)zove se imaginarani dio broja

14
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ze C. Broj z=a—ib je konjugovanao kompleksan broj broja z=a+ib.
Vrijedi:

z-z=(a+ib)a—ib)=a’ +b*.
Realan broj |z[=vz .z=+a*+b> zove se modul (norma, apsolutna
vrijednost) kompleksnog broja z =a+ib . Vrijedi:

|Zl'Zz|:|Zl|'|Zz| 1 |ZI+ZZ|S|ZI|+|ZZ,(ZI,ZQEC).

Trigonometrijski oblik kompleksnog broja:
z=a+ib,a=rcos0,b=rsin@ =r=+a’>+b*> Atgh :2.
a .

z=r(cosO@+isinO@)0<r<+o0,—r <O <71)
Indukcijom se moZze dokazati da je:
z" =r"(cos@ +isin@)" =r"(cosnd +isinnf),ne N.
Odavde, za » =1 dobija se Muavrova formula:
(cos@ +isinf)" =cosnf +isinnf,ne N.
Formula za korjenovanje kompleksnog broja:

o, = W2), = ¥r(cos T2 1 in 92Ky k012,01,
n n

Eulerove formule:
" =cosx+isinx,e " =cosx—isinx.
Eksponencijalni oblik kompleksnog broja:
z=x+iy=r(cos@ +isin@)=r-e".
Vrijedi sljedece:
z,z,= ,,eico . peiu/ — rpei(wu/)’ﬂ :Lei(w—w)
Z P

ZADACI

1. Napisati u trigonometrijskom 1 eksponencijalnom obliku kompleksne
brojeve:
a) l+i
b) 1+i3
c) 1-i
d) -1+i
e) —1-i

15
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Rjesenje:

a) z:1+i:\/§(cos%+isin%):\/§ei4 (slika 1)
b) z=1+i3= 2(005% +isin %) —2¢3 (slika 2)

1r
c) z:l—i:\/z(cos%[-i-isin%[):x/ze 4 (slika 3)

slika 1. slika 2. slika 3.

3
d) z:—1+i:x/§(cos37”+isin37ﬂ)=\/§e 4 (slika 4)

Sn
e) z:—l—i:\/z(cos%rﬂ'sins?ﬂ):\/ae 4 (slika 5)

slika 4. slika 5.

1. Nacirealni i imaginarni dio brojeva:
I
a) z=
T .. T
COS— +isin—
3 3

b) z=1t.312i)
2—1

Rjesenje:

16
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i T T . (T & «/5 1.
a) z=—————=C0S 5—; +isin| ——— |=—+—1i

Too.. T
COS — +isin—
3 3

ReZ:—3’In’IZ:l
2
b) Zzll-(3+2i):3+21+3l_2:1+SZ:1+51.2+l:
2-i 2-i 2-i  2-i 2+i
_2+i+10i-5  -3+11i
4+1 5
ReZ:_—3,ImZ:H

2. Pokazatidaje (1+i)* &isto realan broj, a (1+i)*** &isto imaginaran broj
akoje keN.

Rjesenje:

2 = (L+0)% = (V2e )" =[2% " = 2% (cos krr +isinkr)
=(-1)2* eR,keZ

z, = (1+l-)4k+2 _ (\/Ee’?)uwz _ (\/Ee’?)z(zkn) _ 22k+1ei5 —
= 2% (cos X 1 isin L) = 1224
2 2
Realni dio od z, je jednak 0, pa je z, Cisto imaginaran broj.

3. Izracunati

a) (1+iv/3)° e) 1

b) (1+i)" f) Y-8+8i\3
g) +i

n n
¢) (1+cos=+isin=)°
) ( 3 3)
d) /-1
Rjesenje:
a) z, =(1+iV3)’ = (2¢) =8¢ = -8

i )
b) z, = (1+)° = (V2e *)"* =32¢ %" =32i
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Matematika I za tehnicke fakultete

¢) z, =(1+ cos%ﬂ'sin %)6 = (\/(l + cos%)2 +sin’ %eié)6 =(\3)’e" =27
(slika 6)

slika 6.
—l=cosm+isinzm = z, :%ﬁ(cosMHSmWJ

T .. x 1 \/§
=CcoS—+iSIn—=—+—1I
3 2

d)

z, :M(cosiﬁrﬁ-isin#j:cos7r+isin7r:—1

Vil cos ZH22T L 227 St St 1 3.
z, =+/1| cos +isin =COS—+isSIn—— =————]
3 3 3 3 2
f)
—8+8i\/§ :16(cosz—ﬂ+isin2—”j
3 3
2 2

=z, =416| cos +isin =2| cos—=+isin—
0 4 4 ( 6 6]

V31, .
:2(7+51]:x/§+1

18



1. Osnovne osobine skupa kompleksnih brojeva i njegovih podskupova

2T odn T2l ”r .
212% cos—3 ) +isin-3 ) :2(cos7+isin7]

1 3. .
:2(—E+71]:—1+\/§z

ELI g ELI N g = -
z, =316/ cos 3 +isin-3 :2(cos—+isin—j
4 4 6 6

1 3 .
:2(5—71]:1—\/51

4. Naci primjenom Moivreovih obrazaca: sin 3x,cos 3x,sin4x,cos4.x .

Rjesenje:
a) (cosx+isinx)’ =cos3x+isin3x
(a+b)’ =a’ +3a’b+3ab’ +b’

cos’ x +3(cos” x)isin x +3(cos x)i* sin” x +i° sin’ x = cos 3x +isin3x

IzjednaCavanjem imaginarnih 1 realnih dijelova dobijamo:
cos3x =cos’ x —3(cos x)sin” x = cos’ x —3(cos x)(1 — cos’ x)
=cos’ x—3cosx+3cos’ x=4cos’ x—3cosx
sin3x =3(cos’ x)sin x —sin’ x = 3(1 —sin” x)sin x —sin’ x

= —4sin’ x +3sin x

b) (cosx+isinx)* =cos4x+isin4dx

Po binomnoj formuli:
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(a+b) =a* +3a’b+3a’b* +ab’ + a’b +3a’b* + 3ab’ +b*

=a* +4a’b+6a’b* + 4ab’ +b*

(cosx+isinx)* =cos* x +4cos’ x(isin x) + 6 cos” x(isin x)* + 4 cos x(i sin x)’ + (i sin x)*
=cos’ x—6cos’ xsin” x +sin* x +
+i(4cos’ xsinx —4cosxsin’ x)
=cos’ x—6c0s’ x(1—cos’ x)+(1—cos” x)(1-cos” x) +
+i(4cos’ xsinx —4cos xsin x(1—cos” x))
=cos’ x—6cos’ x+6cos* x+1-2cos” x+cos* x+
+isinx(4cos’ x—4cos x +4cos’ x)

=8cos’ x—8cos” x +1+isin x(8cos’ x — 4 cos x)

IzjednaCavanjem imaginarnih 1 realnih dijelova dobijamo:
cosdx =8cos* x—8cos” x +1

sin4x = sin x(8cos’ x —4cos x) .

5. lzraziti preko trigonometrijskih funkcija visestrukih uglova izraze:
sin® x,cos’ x,sin* x,cos® x .

Rjesenje: Koristicemo jednakosti koje smo dobili u prethodnom zadatku:

cosdx+8cos’ x+1
cosdx =8cos’ x—8cos’ x+1=>cos* x = =

8
1+cos2x
cosdx+8—+1
_ 2
8
_cosdx+4cos2x+5
8
) ) ) ) 3sin x—sin3x
sin3x = —4sin’ x +3sin x = s1n3x:f
cos3x+3cosx
cos3x =4cos’ x—3cosx = cos3x:f

20



1. Osnovne osobine skupa kompleksnih brojeva i njegovih podskupova

cosdx =8cos* x—8cos’ x+1

8(1+cos2x) 1
2
=8(1-2sin’ x+sin* x)—4—4cos2x+1=

=8(1—sin’ x)* —
816179952 | giin® x—dcos2x—3

cosdx—4cos2x+3
8

=8sin’ x+4cos2x—-3=sin*x=

Ovaj zadatak mozemo uraditi i na sljede¢i nacin:

elx _ e—lx ele _3621X—1X + 3elX—21 _e—3lX el3x _ 3elx + 3e—lx _e—31x

sin’ x=(———)" = : = . =
2i —8i —8i
_ 2isin3x—6isinx _ 3sinx—sin3x
—8i 4
ix —ix i3x 2ix—ix ix—2i —3ix i3x ix —ix —3ix
5 e +e ", e +3e +3e" " +e e +3e" +3e™" +e
2 8 8
_2cos3x+6cosx cos3x+3cosx
—8i 4

Analogno moZemo izraunati cosx,sin*x ili uopsteno sin"x i

cos” x,n € N, ali bi nam tada bila od velike pomo¢i binomna formula.

6. Rijesiti jednacine:
20 =14+i=0
(z+)"=(z-1)"=0
(+z2)"-i(l-2)"=0
+2)"+(z-1)"=0

Rjesenje:

7 2kn T 2kn
)z’ —1+i=0=>z"=1-i=z, :%(cos%ﬂ'sin%):

:Q/E(cos 8k72[4_ﬂ +isin 8k;‘_;T);k:O,l,...S

B (1) —(z-1) = 0= (z 41 = (z— 1) = ZFD)
(z-1)"
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:(2+1j :1:>Z+1:M

z—1 z—1
— %k *1 =COSzkﬂ +isin 2kﬂ;k:O,l...(n—l)
z, —1 n n

=z, +1=(z, —1)(cos&+zsm&) =
n n

2km 2km 2km 2km
=z, (1- (cos—+zsm—))——1 (os—+zs1n—)
n n n n
2km 2km
-1- (cos—+zs1 —)
n n
=z =
ko 2kr 2kr
(1- (cos—+zs1 —))
n n
. L km , kr ZJkr . L kmn .. krm kr
—sin” — —¢c0s" — —¢c08" —+sin” — —2isin —cos —
n n n n n n
=z =
k . L km » km Zckn L kn .. kn  kr
sin“——+¢0s” ———¢cos” ——+sin” —— —2isin—¢cos ——
n n n n n n
krn .. k& km
—2cos’ ~——2isin——cos ——
n n n
=z, =
.ok .. km km
2sin* == — 2jsin — cos —
n n n
km kr .. km
—2cos—(cos—+isin—)
n n n
=z =
k kr krx kr
ZSm—(sm——zcos—)
n n n
kr .. krn., . kr .  krm
- (cos—+isin—)(sin—+icos—)
n n n n
=z, =—(ctg—
¢ =—leig=") . kr . krm, . km .  kx
(sin———icos——)(sin—+icos——)
n n n n
km . km , km , km krm . km
COS ——8in —— +1ic0s” —— +isin’ ~— —Cos —— sin ——
:>zk:—(ctg—) n n n n n n
n k 2k
cos’ ——+sin’ =—
n n

=z, :—ictgk—”;k =0,1,...(n—-1)
n
4k +1

) z, =itg mk=0,1,...(n—-1)
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1. Osnovne osobine skupa kompleksnih brojeva i njegovih podskupova

d) z, ——ictg X k=01, (n-1)
7. Dokazati:
. nx . n+l
sin—sin——x
sin x+sin2x +sin3x+...+sinnx = 2
sin
2
Rjesenje:
s(m)y=l+qg+q* +...+q"
s(n)—gs(n) =1-¢""
s(m1-q)=1-¢""
_ ol
s(n):1 g
l-¢
2 n n—1 Zn_l
z+z +... 42" =z(l+z+...+2" )=z 1
Z_

z=¢" =cosx+isinx,xeR

z(z"=1) _€"(e™ —1) " (1—cosnx—isinnx)

z—1 e” -1 l—cosx—isinx

z4+zZ' 42+ 42" =

o~ . 2 NX .. NX _ NX : . NX . HNX . nx
e™(2sin’ > —2isin—cos 7) e” -2sin—(sin——icos—)

2sin? ¥ —2isin Y cos ¥ ZSinE(sinf—icosi)
2 2 2 2 2

. NX . . NX . NX . X .. . NX nx
smz e z(sm;—zcosz) sin— e" (isin—+cos—)

X .X . x.  ..x . X X
sin — i(sin = —icos—) sin — isin = +cos —
2 2 2
sin— i 5 sin 1 sin
7 e'e? i n+l . n+l
= . e ? = (cos X+isin——Xx)
. X iZ .X . X 2 2
sin—  p2 sin — sin —
2 2

Prema Moivreovoj formuli imamo da je realni dio od 1+z+z"+...+2"
jednak sumi 1+cosx+cos2x+...+cosnx, a imaginarni dio je jednak sumi

sin x +sin2x +...sin nx . Odavde imamo da je:

23



Matematika I za tehnicke fakultete

.onx . n+l
sm—sme

sinx+sin2x+...+sinnx =
. X
sin —

8. Ako ne N dokazati da je:

()
(HOM()-

Rjesenje:
Izracunajmo z", gdje je z =1+i. Primjenom binomne formule dobi¢emo:

cors gl HE) o

S druge strane, primjenom Moivrove formule dobijamo:

1+0)" :\/ZT(COS%H'Sin%] =@(COS%+iSin%j (2)

Uporedivanjem jednakosti (1) 1 (2) dobijamo jednakosti koje smo trebali
dokazati.

9. Dokazati:

n

n
z coskp =2" cos” P cos™?
k 2 2

k=0

n

n
z sin kg =2" cos” P sin 12
k 2 2

k=0
Rjesenje:
Uzmimo da je z=1+cos@+isin¢ iposmatrajmo z".
Prema binomnoj formuli imamo sljedece:
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1. Osnovne osobine skupa kompleksnih brojeva i njegovih podskupova

n

n
(1+cos@+ising)” :Z(kj-l"‘k -(cos@ +isinp)* =

k=0

n

Z " (coskp+isinke)
k=0 k

(:] cos k(p+ii(2]sin ko Q)]

k=0

=

k=0

Vidimo da su sume koje trebamo izracunati ustvari realni i imaginarni dio
broja z". IzraCunati ¢emo z" bez koriStenja binomne formule:

(1+cosp+isinp)" = (sin> % +cos’ %+ cos’ %— sin?? 1 2i5in L cos £

% Q.. D
=(2cos—(cos—+isin—
( 2( 5 2))

ny

=2"cos” %(cos— +isin @)

)

=2"cos” ﬂ(cosﬂﬂ'sin ﬂ)”
2 2 2

=2"cos" %cos% +i2" cos” ﬂsin@

S obzirom da lijeve strana u (1) 1 (2) su jednake, to mozemo izjednaciti desne

strane u (1) 1 (2). Iz jednakosti dva kompleksna broja zakljucujemo da
vrijedi:

k=

(=}

n (n
coskp =2" cos” @ cos ™
2 2

k= k

(=}

n (n
sin kg =2" cos” P sin 2.
2 2

Zadaci za samostalan rad:

10. IzraCunati:
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22
L V3 2+0*
) 2 2 B4
(3+4i)”
z, +2,°
11. IzraCunati realan i imaginarni dio kompleksnog broja: z=-"1—2-,
2+2zz,

z, =c0s—+isin—,z, =3(cos—+isin—).
6 6 4 4
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LINEARNAALGEBRA

2.1. DETERMINANTE

Determinanata n-tog reda kvadratne matrice 4 = [a,.j] je zbir od n! sabiraka

all a12 aln
a a .o a L
_ _ |21 22 2n| _ 1\ Gidyedy)
D=detd= —Z( 1y Ay Ay, By -
anl anZ arm

Napomena: Neka je (j,],J;---J,) Jedna od n! permutacija brojeva 1,2,...,n.

.....

prije j, , dok je mnace j, > j, . Tako, na primjer, u permutaciji 3 4 5 1 2)
od pet elemenata broj 3 ¢ini dvije inverzije jer je ispred 1 i ispred 2. Broj 4
¢ini dvije inverzije, 5 dvije, 1 nula i1 2 ¢ini nula inverzija. Dakle, ukupan broj
inverzija te permutacije je 6, Inv(3 4 5 1 2)=6.

Ovako definisan broj det A naziva se determinanta reda n matrice A,
ili kra¢e determinanta reda n.

Svojstva determinanti.

1. Ako su svi elementi nekog retka ili stupca nule, onda je determinanta
jednaka nuli.

2. Ako su ispod ili iznad glavne dijagonale nule, onda je determinanta
jednaka produktu brojeva na glavnoj dijagonali.

3. Ako dva stupca ili dva retka zamijene mjesta, onda determinanta mijenja
znak.

4. Ako su dva stupca ili dva retka jednaka, onda je determinanta jednaka nuli.
5. Ako nekom stupcu ili retku dodamo linearnu kombinaciju preostalih
stupaca ili redaka, onda se determinanta ne mijenja.

6. Determinanta se mnozi brojem tako da se neki redak ili stupac pomnozi
tim brojem.

7.(Binet-Cauchyjev teorem) Determinanta produkta dvije matrice jednaka je
produktu determinanti, tj. det(4B)=det AdetB.
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a a

11 In

a a .o a 12 12 ..
8.(Laplaceov teorem) D=detA=| ' % M= a,4; =Y a4, , gdje je
o | A p=

J=1

a, a, .. da

nl nn

A, =(-1)""M,. 4, je kofaktor ili algebarski komplement a M, je minor

determinante koji se dobije izostavljanjem i-tog retka i j-tog stupca.

9. Ako je neki stupac ili redak linearna kombinacija preostalih stupaca ili

redaka, onda je determinanta jednaka nuli.
10.det A=det A"

ZADACI

U sljede¢im zadacima ( 1. — 5. ) izraunati determinante :

4 5
1. ‘:—12—10:—22
2 _
31
2. =6-0=6
0 2
2 1 3
3. 15 3 2—23 2P 2+35 3—2(9 8)—(15-2)+3(20-3)
' U4 3 4 301 31 )1 4

=2-13+51=40
Ovdje smo vrsili razvijanje determinante po prvoj vrsti .

I 1 1 1 0 O { 5
4 5 9|1=14 1 5 =‘ ‘=65—45=20
16 25 8l 16 9 65

o

Zapazimo da je s ciljem dobijanja dviju nula u prvoj vrsti oduzeta prva

kolona od druge, odnosno tre¢e kolone determinante .
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2. Linearna algebra

BNV S
O O =
N O O W
DN D 0 B
I
~o

Uo¢imo da imamo dvije nule u drugoj vrsti pa je zgodno razviti
determinantu po drugoj vrsti:

1 3 4 |1 13
13 13
210 0 2[+8[3 0 0|=-2(-2) +8(-3) =
4 7 4 7
4 7 5 |4 47

=4(7-12)-24(7-12)=—20+120=100.

1 z 2z2

6. Nekaje z= —l+i —3 IzraCunati determinantu: D=|z2 1 z

2 2 z z2 1
RjeSenje: Na prvu kolonu dodajmo zbir druge i trec¢e kolone. Tada se iz prve
kolone moze izdvojiti ispred determinante faktor z° +z+1 (svojstvo 6):

1 z 7 1 z 7?
D= (zz+z+1)1 1 z :(zz+z+1)0 -z z-7°|=
1 22 1 0 22—z 1-2°

(1+Z+22)[(1—Z)2(1+Z)+ZZ(I—Z)2J=(1+Z+Zz)(1—2)2(1+Z+Zz)=(1—23)2
=(1-1)"=0

. 1 B o 2m -
jer je Z:_EHTZCOSTHSIH?:Z =cos2rw+isin2xw =1.

7. Rijesiti jednaCinu:
x-3 x+2 x-1
x+2 x-4 x |[=0
x-1 x+4 x-5

Najprije oduzmimo od trece vrste prvu vrstu:
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x-3 x+2 x-1

x+2 x-4 x |=0, pa zatim dodajmo na drugu i trecu kolonu

2 2 -4
determinante prvu kolonu pomnozenu sa (-1), odnosno (-2) respektivno:
x-3 5 3x-7

=[x+2 -6 3x+4|=0 :>2‘

2 0 0

5 3x-7
-6 3x+4

5(3x+4)+6(3x—7)=0
15x+20+18x—42=0
33x=22

8. Izracunati vrijednost sljede¢ih determinanti:

2 1 3 3 4 -5 302 1
A5 3 2 R40) b8 7 2| (R-68) o4 -1 -l
143 2 1 8 13 3

(R:9)

12000
12 4
32300
o> > % o ®r222) oo 4 3 4 o R640)
. € .
2 2 1 4
005 45
301 2 -
00065

2 5 0 -1 3
10 3 7 2
B3 -1 0 5 -5
20 4 1 2
0 3 -1 2 3(r.-1032)

. e . . 4w . N .
9. Ako je z= COSTHSIHT izraCunati vrijednost determinante:
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2. Linearna algebra

1 1 1
1 z 2| (R 3iV3)
1 22 z

10.Rijesiti jednacinu:

. T .
Sin (x + Z] SiInx COSX

sin(x+%] cosx sinx :E (R:i%+2k7rj

1 a 1-a

2.2. MATRICE

Definicija 1 Shemu brojeva

al 1 a12 aln
ay Ay a,
aml amZ amn

zovemo pravougaonom matricom tipa (m,n) ili jednostavno matricom tipa
(m,n).

Ako je m=n onda kazemo da je 4 kvadratna matrica reda n.
Elementi « a, Cine i-ti redak a a;, a,;, .. a,Cine j-ti

20 in

a

il?
stupac. Element matrice a; se nalaziu i-tom retku i j-tom stupcu.
Skup svih matrica tipa (m,n) oznaCavat ¢e se sa M
piSe M, umjesto M, .

Matrica se krace zapisuje ovako

Ako je m=n onda se

mn *

Az[aij].
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Operacije s matricama
Za dvije matrice 4,BeM,, , gdje je A= [%], B= [b,.j] , kazemo da su
jednake ako je a; =b,,Vi, .

1]"

Sabiranje matrica
Sabirati mozemo samo matrice istog tipa. Neka su 4,Be M, gdje je

A=[a,], B=[b,]

Zbir A+ B je matrica tipa (m,n) tako da je
A+B= [a,-,- + b,.j]

MnoZenje matrice brojem.
Proizvod matrice 4 = [a,.j] 1broja Aje matrica AAistogtipakaoi 4 :

Ad=[2a,].

Operacije sabiranja matrica 1 mnozenja matrice brojem ocito imaju sljedeca
svojstva:

1. (4+B)+C=4+(B+(C),YA,B,.CeM ;

mn >

2. A+B=B+ANA,BeM,, ;
3. Postoji OeM,,, takavdaje 4+0=0+4,Y¥4eM, (0=[0],a, =0,Yi,j);
4. Postoji —4eM,, takavdaje A+(-A4A)=(-4)+A=0, (—A:[—aij]);

9]

14=4,YVAeM, ;

mn >

6. M(A+B)=AA+ABNAcRNABeM ;

mn %

~

. A+ A=2A+ uANA,ue RvAeM ;

mn >

8. A)A=A(uA) YA, ueRNAeM
Skup M

mn

zovemo vektorskim prostorom.

mn
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2. Linearna algebra

MnoZenje matrica

Matrica 4 :[a,.j]tipa (m,n) 1 matrica B :[bjk] tipa (p,q) se mogu pomnoziti
tim redom samo ako je p=n, tj. ako je broj stupaca prve matrice jednak
broju redaka druge matrice. Proizvod 4B je matrica tipa (m,q)

AB=[c;]= {Z%bﬁ}
j=1

Mnozenje matrica ima ova svojstva.

1. (AB)C = A(BC),¥4,B,C.

2. (A+B)C=AC+BC,VA4,B,C.

3. AB+C)=AB+ AC,YA4,B,C.

Proizvod nije komutativan, tj. ne vrijedi opéenito AB = BA.

Transponiranje.
Neka je dana matrica A4 tipa (m,n)

all a12 aln

A= |:ai_:| _| %1 dn s,
y

aml amZ amn

Matrica, koja se iz 4 dobije kad reci postanu stupci, oznac¢ava se sa 4" i ona
je tipa (n,m). Zove se transponovana matrica matrice 4.

all a21 aml
a a .o a
T _ T|_ _ 12 22 m2
Dakle, A" = [ai]. ] - [aﬁ] =
aln a2n o amn

Transponiranje se prema operacijama s matricama odnosi kako slijedi.
1. (A4+B) =A"+B",YA,BeM.

2. A4 =24" NAeRNAeM
3. (ABY =B" A" NA,BeM
4

mn*
mn*

(ATY = ANAeM

mn*®
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Kvadratne matrice
Definicija 3 U kvadratnoj matrici 4 Z[%] reda n elementi a,,a,, a,, Cine

nn

glavnu dijagonalu.

Kvadratne matrice imaju redaka koliko i stupaca, pa se mogu mnoziti u bilo
kojem poretku, no i u tom slu¢aju proizvod nije komutativan.

Definicija 4 Neka je 4 kvadratna matrica. Matrica 4 zove se:

- dijagonalna matrica, ako su joj elementi izvan glavne dijagonale jednaki
nuli;

- gornja trokutasta, ako su joj elementi ispod glavne dijagonale jednaki
nuli;

- donja trokutasta, ako su joj elementi iznad glavne dijagonale jednaki nuli.
Definicija 5 Neka je 4 kvadratna matrica. Matrica 4 se zove

- simetri¢na matrica, ako je 4" = 4;

- antisimetriéna matrica, ako je 4" =-4 ;

- ortogonalna matrica, akoje 4" 4=1.

Inverzna matrica
Definicija 7 Neka je dana matrica 4 € M, . Matrica B e M, sa svojstvom

AB=BA=1
se zove inverzna matrica matrice 4 i piSe se B=4"'. Kvadratna matrica,
koja ima inverznu, se zove regularna. Kvadratna matrica, koja nema
inverznu, se zove singularna.

Svojstva skupa regularnih matrica.

1. Proizvod regularnih matrica je regularna matrica i vrijedi (4B)"' =B'4™" .

2. Jedini¢na matrica / je regularna,i I™'=1.
3. (A4) ' = %Al, zasvaki 1#0.
4.4 =AY

5.4 =4.
6. Ako je A regularna matrica, onda je det 40 .

Nulmatrica mnozena s bilo kojom matricom daje nulmatricu, pa tako ne
postoji njezin inverz. Dakle, nulmatrica je singularna.

Vrijedi:
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2. Linearna algebra

71 — 1 A* .
det 4

Matrica A" = [A,.j ]T se zove adjunkta (adjugovana matrica) matrice 4. Pri
tome su 4, kofaktori matrice A.

Matrica A je regularna ako 1 samo ako je det 4= 0. Dakle:

All A21 A
G 1 adiA = 1 A, A, ... A
det A det A

nl

n2

A, A, .. A,
Kazemo da matrica 4 ima rang r i piSemo rang A = r ako postoji bar jedna
regularna submatrica matrice 4 koja je reda r, a sve submatrice reda veceg od
r (ako postoje) su singularne. Rang matrice se ne mijenja pri elementarnim
transformacijama, a to su

- zamjena dvije vrste ili kolone matrice

- mnoZenje bilo koje vrste matrice nenultim brojem

- dodavanje na neku vrstu matrice neke druge vrste pomnoZene nekim

brojem.

Rang matrice najlakSe trazimo tako da matricu svedemo elementarnim
transformacijama na trokutastu.

ZADACI
1. Zadane su matrice
3 5 7 1 2 4
A = 2 —1 0 ,B = 2 3 ‘2
4 3 2 -1 0 1

Izradunati:A+B, 24+3B, A-B, 2A-3B, A-B, B-A, A i B".

Rjesenje:
3 5 7 1 2 4 4 7 11
A+B=2 -1 O0|+|2 3 -2|=|4 2 -2
4 3 2| |-1 0 1 3 3 3
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35 7 1 47 [6 10 14] [3 6 12
2A+3B—2-{2 1 0[+3]2 3 2|={4 2 0]+]6 9 -6]|=
4 3 2 1 1] 8 6 4] |3 0 3
9 16 26
107-6}
5 6 7
35 771 2 4] [2 3 3
A-B=|2 -1 0|-|2 3 2|=|0 4 2
4 3 20|10 1| |5 3 1

3 5 71[1 2 4 3+10-7 6+15 12-10+7 6 21 9
A-B={2 -1 0|12 3 -2|=| 2-2 4-3 8+2 |=/0 1 10
14 3 2)|-1 0 1 4+6-2 8+9 16-6+2 8 17 12

(1 2 4][3 5 7
B-A=|2 3 2|2 -1 0
-1 0 1][4 3 2
[ 1-3+2:2+4-4 1-5+2-(=1)+4-3 1.7+2-0+4-2
=12:343:24+(=2)-4 2:543-(-D)+(-2)-3 2:7+3-0+(=2)-2
| (-D-3+40-2+1:4  (=)-5+40-(-D+1:3 (-1):7+0-0+1-2
[23 15 15
=14 1 10
1 2 -5
3 2 4
A"=|5 -1 3
7 0 2

2. Nadéi inverznu matricu matrice
3 2 2
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2. Linearna algebra

Rjesenje:

—_ W
el \°)
Il
(8]
SES
1
—
Il
'

1
1‘:-(7-12)=5

V)]
N
V)]
1
—
[\
1
—

3 2
A“—3 =12-3=9 A21z-3
11
Alz—-5 4:5-4:
A—1 3—315—12A—32
13 5 3_ - 23 T 5
9 2 4]
9 2 -4 ? 25 ?
A=1 2 -1|=24'=| = = =
12 1 7 : > >
' 1217
. 5 5 5]
3. Rijesiti jednacinu:
5 3 1 8§ 3 0
X1 -3 2(=|-5 9 0
S5 02 01 2 15 0
Rjesenje:
5 3 1 € 3 0
X-A=8B A=1 -3 2 B=|-5 9 0
S 02 01 2 15 0

X-A4A4'=B-A'"=>X=B-4"

37
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=8+6=2 A, = |=2-6=+4
4 301
32 32
A= |=12-10=2  4,=- |=3+2=-1
5 4 11

32
=9+10=1 A,=| |=9-2=7
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5 3 1| |5 s
detA=[1 -3 -2/=|11 3 0:‘10 1‘=-11+30=19
5 2 1| |10 -1 o T
3 2 3] 301
4, = —34+4=1 Ay =- =1 4, = —6+3=-3
2 21 32
1 - 5 ] 5 ]
Ay = 1:-1+10:9 AZZ:_S 1:10 A32:-1 [=10+1=11
1 3 5 3 3
= =2-15=-13 A, =- =25 A= —-15-3=-18
5 2 - -
1 -1 3
A-I:i9 9 10 11
13 =25 -18

€ 3 0|1 -1 -3
X:B-A":A'I:i 59 09 10 11
2 15 0||-13 25 -18
[8+27 8+30 24+33
=—| -5+81 5+90 15+99
24135 2+150 6+165
19 38 57 1 23
=—| 76 95 114|=|4

133 152 171 |7

4. Rijesiti matriénu jednacinu X4’ = X+ A4° ako je matrica A= [ai]}
formata 2x2 zadanasa a; = j—i
Rjesenje:

XA =X+ A°

> XA -X=4°

= XA -1)=A°

=>X=4U4"-"
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2. Linearna algebra

0 1
A=

-1 0
5 0 1 0 1 -1 0 1 0
A = . = :(—1)- :—[

-1 0]|-1 0O 0 -1 0 1

6 2 2 2 7 6 0 -1
S A=A AL =LA = A A==

0
1 -1 ; 1
A= ,(A7—1)‘:l-
1 -1 27-1 -1

5. Rijesiti matri¢nu jednadinu: (A+B) " AX ' = A", pri demu su matrice 4 i

B date
I -1 3 0
A= , B= .
2 1 -1 2
Rjesenje:
Pomnozimo datu matri¢nu jednacinu s lijeve strane sa (A+ B).
(A+B)'AX'=4"
= AX "' =(4+B)4"

Pomnozimo posljednju jedna¢inu s lijeve strane sa matricom A4~ .
= AX ' =(4+B)A™
=>X"'=4"(4+B)4A™"

-1 -1\7!
= X=(4"'(4+B)4™")
= X=A4(4+B)"'4

4 -1
A+B:L 3 }:det(A+B):l3

avpy =L
B =31 4
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|1 13 1)1 1] 1[4 -3][1 -1

2 1 ]13[-1 4]|2 1] 13]5 6)[2 1

-2 7]
x=L

1317 1|

6. Rijesiti matri¢nu jednacinu: (BX '4)™ = AB, pri ¢emu su matrice 4 i B

1 -2 0 3
zadane A= , B= .
3 1 -1 2

Rjesenje:
(BX"'4)"' = 4B
= A"'XB' = AB
— XB™' = 4’B

= X = A’B*
detA=7#0,detB=3#0

R e
el R
X:AZ.BZ{_; ::Hj foZ _3314}

. ) 0 1
7. Odrediti sve matrice X za koje je XB—A = A’ + XA® ako je A= L },

0

2 1 . 4. . .
B= L 0} , pri¢emu je 4 adjugovana matrica matrice A4.

Rjesenje:
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AZ{O 1H0 1}{1 0}

1 of|1 o |0 1

A=A A A A =1,4=4°4=4
XB-4" =4"+x4°

= XB-A"=A4+X

= XB-I)=A+4

= X=(A+4)B-I)"

A= ,B—1= :
NI

-1 21 0
2 2 3 -1 -5
A:-IZO
4 -1 0
-1
1 -1 0 3 -6]
Rjesenje:
(1 -1 2 1 o] [t -1 2 1 o] [1 -1 2 1 ]
2 2 3 -1 5/100 1 -3 -5/(01 2 3 5
A:-12025~01-23 100 1 35
4 -1 0 3 0 4 -1 0 4 -1 0
3 -1 2 7 0 4 5 -1 0 4 5 -1
1 -1 0 3 6] [0 0 2 -4 6] [0 0 2 4 -6]
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1 -1 2 1
01 2 3
0 0 1 3
A~

0 0 7 -12
0 0 13 -13
0 0 2 -4
(1 -1 2 1
01 2 3
0 0 1 -3
A~

0 0 0 1
0 0 0

10 0 0

9. Odrediti realne brojeve a 1 b tako da je

1
rang|2 6 -3
a b 6

[98)
—

Rjesenje:

1 3 1 2 1

2 6 3 4|~|-3

a b 6 -2 6
1 -2 1 3

~10 —-10 5 15
0 0 a-1 b-3

=a-1=0Ab-3=0=a=1Ab=3

o] [1 -1 2 1
5 01 2 3
-5 0 0 1 -3
-17 0 0 0 9
-13 0 0 0 26
6| |0 0 0 2
= rangd =4

=2

1 2 1 3

2 —4|~l0 15

a 2 0 b-18

o] [1 -1 2 1 0]
50101 2 3 5
51100 1 3 5
18] 10 0 0 1
520 10 0 0 1
41100 0o 1 2]

1 -2 I 2 1 3
5 -10|~|0 =10 5 15 |~
a-6 10 0 10 a-6 b-18

10. Diskutovati rang matrice za razne vrijednosti parametra a:
3

A=

a
1
2

1
4
7
2
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2. Linearna algebra

Rjesenje:
31 1 411 7 17 3 17 3
Aa4101~3114{ 50 -5
1 7 17 3| |a 4 10 1 TJa+4 10-17a 1-3a
22 4 3| |22 4 3 30 -3
17 17 3 1 7 3
0 4 10 1 0 4 10 1
10 4-7a 10-17a 1-3a| |0 4-7a 10-17a 1-3a
0 10 1 0 0 0 0
17 17 3 1 7 17 3
0 4 10 1 |wesm|0 4 10 1
10 7a -17a 3al T |0 0 2a -5a
0 0 0 0 00 0 0

a =0= rangA =2 ; u suprotnom dijeljenjem trece vrste sa —a dobijamo
1 7 17 3

4 10 1

0 2 -5

0 0 O

A~ = rangA=3

0
0
0

2:a=0

Dakle imamo da je rangA = .
3;a#0

Zadaci za samostalan rad.

11. Rijesi jednacine:

2 -3 1 9 7 6 2 0 =2 1 11
a)|4 -5 2[- X1 1 2|=|18 12 9 R:X=|1 2 3
5 -7 3 1 1 1| |23 15 11 12 3 1
1 2 -3 1 30 (6 4 5
b)|3 2 4lX=10 2 7 R:X=|21 2
12 -1 0 10 7 8 13 3 3

12. Diskutovati rang matrice za razne vrijednosti parametra a.
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4 4 31 6 3 59
a)l 1 -1 0 (R:mng:3,akojeae{—6,2}] b 52 36
a 2 2 2 rang = 4, inale 01 2 3
9 9 a 3 211 a

13. IzraGunati detX ako je X4=2X+A4° pri ¢emu je matrica A:[ai]}

formata 2x2 zadanasa a; = j—i+1.

14. Zadane su matrice:

1 20 1 -2 1
A=|0 0 1|, B=|1 0 2]
1 00 0 1 1

Provjeriti da su 4 1 B regularne matrice, te potom rijesiti matricnu jednadzbu:

AX'B=B" 4.

15. Rijesiti matri¢nu jednacinu AX + B = 0, gdje je
1 a b 1 21
A4=10 1 01, g=|3 0 0].
0 0 1 0 0 4

2.3. SISTEMI LINEARNIH JEDNACINA

Neka su a,,b, (i =1,...,m; j =1,...,n) realne konstante. Tada je

[/
a, X, +a,x, +...+a,x, =b
(*)
a,x +a,x,+..+a, x =b
sistem od m linearnih jednacina sa n nepoznatih x,,...,x, .
Ako je b =b,=..=b, =0, sistem (*) zovemo homogenim, a u suprotnom
kazemo da je taj sistem nehomogeni.
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2.3.1. METODA DETERMINANTI

Ako je m=mn u sistemu (*), taj sistem mozemo rjeSavati metodom
determinante. Sa D ozna¢imo determinantu sistema ¢iji su elementi

koeficijenti uz nepoznate, t;. D:‘a Sa D, (k=1,..,n) ozna¢imo

|
determinantu koja se dobije kada £ — tu kolonu determinante D zamijenimo
elementima b,,...,b, . Tada vrijedi sljedece:

. . . . . ) D
1° Ako je D #0, tada sistem ima tagno jedno rjesenje: X, = Ek(k = 1,...,n) .

2° Akoje D=01i D, #0 zabar jedno k €{l,...,n}, sistem nema rjesenja.

3% Ako je D=D, =0(k =1,...,n), potrebna su dalja ispitivanja.

ZADACI

1. Rijesiti sistem:

3x+4y+2z=5
Sx-6y-4z=-3
4x+5y+3z=1
Rjesenje:
3 4 2
-6 -4 |5 4 5 -6
D=|5 -6 -4=3. -4 +2
3 4 3 4 5
4 5 3

=3(-18+20)-4(15-16) +2(25-24) =6+ 4 +2 =12

5 4 2
-6 -4 |3 -4 -3 -6
D =3 -6 -4=5- -4 +2
3 1 3 1 5
I 5 3

= 5(-18+20)-4(-9+4)+2(-15+6) =10+20-18 =12

3 5 2
3 4 |5 4 5 -3
D, =5 -3 4=3- -5 +2
I 3] |4 3 4 1
4 1 3
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=3(-9+4)-515-16)+2(5-12) =-15+5-14 = -24

3 4 5
-6 -3 |5 -3 5 -6
D =|5 -6 -3=3- -4 +5
1 4 1 -4 5
4 5 1

=3(-6+15)-4(5-12)+5(25-24) = 27+ 28+ 5= 60

D, _12_,
D 12

D24
D 12

_DZ :@:5
D 12

Rjesenje :(1,-2,5)
2. Diskutovati rjeSenje sistema za razne vrijednosti parametra:

xX+y+z=6
ax+4y+z=5
6x+(a+2)y+2z=13

Rjesenje:
1 1 I {1 0 0
D=la 4 Il=la 4-a l-a|=
6 a+2 2| |6 a-4 4
=4(a-4)-(a-4)(1-a)=(a-4)4-1+a)=(a-4)3+a)

4-a 1-a

4.4 4 =-4(4-a)-(a-4)(1-a)

6 1 Il |6
D_=|5 4 I|=|-1 3 0:‘
13 a+2 2| |1l a
I 6 1 I 6 1
D =la 5 l|=la-1 -1 0=
6 13 2 4 1 0

-1 3
‘:-a—B:-(a+3)
I a

a-1 -1
{ =a-1+4=a+3
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1 1 6/ (1 O 0
D =la 4 5|=la 4-a 5-6a|=-92+23a—5a+20+6a’—24a
6 a+2 13 |6 a-4 23
=6a’—6a—-72=6(a—4)(a+3)
I Ako je determinanta sistema razli¢ita od 0 onda je sistem saglasan i

odreden, tj. ima tacno jedno rjesenje. U naSem zadatku determinanta sistema
¢e biti razlicita od nule ako jea#4 1 ako je a=#-3. Naime,

D=(a-4)(3+a)#0=a#4,a#-3. Dakle, za VaeR\{-3,4} na§ sistem

jednacina ima jedno rjesenje i to rjeSenje iznosi:

o -(a+3) -1 1
_(a—4)(a+3)_a—4_4—a
(a+3) 1

YT @-a+3) a-4
. 6(a-4)(a+3) p
(a-4)(a+3)
I Ako je barem jedna od determinanti D ,D ,D, razli¢ita od nule i

D=0, onda sistem nema rjeSenja.U naSem zadatku za a=4imamo taj
slucaj.
a=4=D=0,D,=-7,D,=7,D, =0, pa je sistem nemoguc.

III' Ako je D=D,=D, =D, =0 onda mogu nastupiti dva slu¢aja: da

sistem ima beskonacno rjesenja ili da nema nijedno rjeSenje. Da bi zakljucili
da li je sistem neodreden, odnosno nesaglasan moramo vrSiti dodatna
ispitivanja.

U naSem zadatku za ¢ = -3 imamo da su sve pomenute determinante jednake
nuli, tj a=-3=D=D =D, =D, =0. Iz narednih razmatranja vidjecemo

da je na$ sistem neodreden ukoliko je @ =-3. Uvrstimo a =-3 u dati sistem
jednacina. Dobi¢emo:

X+y+z=6 xX+y=6-z
=
—3x+4y+z=5 —3x+4y=5-z
—6x—y+2z=13

Rijesimo sistem od prve dvije jednine po x i y.
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xX+y=6-z
-3x+4y=5-z
I 1
A= =44+3=7
-3 4
6-z 1
A = =4(6-2)—-(5-2)=19-3z
5-z 4
1 6-z
Ay:_3 5_225—Z+3(6—Z)=23—4Z

Rje§enje:(19;3z,23_4z, j,zeR

Provjerimo da li ovo rjesenje zadovoljava tre¢u jednacinu:

6-19_32—23_4Z+2z:13

7 7
=114-18z-23+4z+14z=91
=0-z=0

Posljednja jednakost vrijedi za Vze R, pa sistem ima beskonatno mnogo
rjeSenja, ako je a=-3.

3. Diskutovati rjeSenja sistema jednacina za razne vrijednosti parametara:
ax+4y+z=0
2y-3z=1
2x -bz=-2

Rjesenje:
a 4 1| |a 0 7

7
D=0 2 -3=l0 2 -3=2-‘a b‘=2(-ab-14)=-2(ab+14)
20 -b [2 0 -b )
0 4 1] lo 4 1 .
D =1 2 3=1 3 - =-‘4 ] ‘:24+4b+4:28+4b:4(7+b)
2 0 b [0 4 -6-b e
a 0 1 a 0O 1
a 1
D=0 1 3=l 1 -=3]|= — 6a-ab-2
y 2 6-b
2 2 bl 2 0 -6-b
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a

2 4

>
Il
o © S
Il
o o S
NN
o —~ o

“\
=-(4a-8)=-4(a-2)

I ab#-14  sistem je saglasan (ima tacno jedno rjeSenje).
x_—2(b+7) _6a+ab+2 Z_2(a—2)
ab+14 "’ 2(ab+14)’ ab+14

II ab=14

D =0=b+7=0=>b=-T=a=2
D, =0=-ab-6a-2=0=14-6a-2=0=>6a=12=a=2=b=-7
D =0=a-2=0=>a=2=b=-7

IL.l. a=2,b=-T=D=D =D, =D, =0 Pokazaemo da je u ovom slucaju

sistem neodreden, tj. ima beskonacno rjeSenja. Uvrstimo a=2 1 b=-7 u
dati sistem jednacCina:

2x+4y+z=0 2 4 1
(*) 2y-3z=1 =D=0 2 -3
2x+7z=-2 2 0 7

Ako drugu jedna¢inu pomnoZzimo sa brojem dva, a zatim je saberemo sa
trecom jednacinom dobi¢emo prvu jednacinu, dakle sistem (*) se svodi na
sistem od dvije jednacine.

Izeberimo jednu subdeterminantu razli¢itu od nule:
0 2
2 0
pa uzimajuci z € R proizvoljno imamo:
2y =143z
2x=-2-7z
_2-T7z  1+3z
o2 T2

Uredene trojke (_2 ; ’z , ! +23Z , zj ,z € R surjeSenja sistema.

=—4+#0

X
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2. a#2iib#-T=D=0,D,#0,D,#0,D, #0 - sistem je nemoguc.

4. Odrediti parametar o tako da sistem jednacina:

3x+ay=>5
x+y=2
ax+2y=4

ima rjeSenje, pa naci to rjesenje.

RjeSenje: Naci ¢emo rjeSenje sistema koji se sastoji od prve dvije jednacine
datog sistema, zatim ¢emo to rjeSenje uvrstiti u trecu jednacinu datog sistema
1 vidjeti za koje vrijednosti a nadeno rjeSenje je rjeSenje datog sistema.

3x+ay=>5
x+y=2

3x+ay=>5

3x-3y=-6

(05—3))/:-1:>y:_—13

x:2—y:2+;:20£_5
a-3 a-3

Uvrstimo nadeno rjeSenje u trecu jednacinu datog sistema:
ax+2y=4

20-5 2

a- =
a-3 a-3

20 -5a-2=4a-12

202 =9a+10=0
5
o, =2,a, =3

Dobili smo da dati sistem jedna¢ina ima rjeSenje ako je a =2 ili :g .
5. Rijesiti sistem:

X-y+z=2

x-y-2z=-1

Rjesenje:
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X—y+z=2
-—=>-3z="3=z=1
x—y—-2z=-1
x—y+1=2 X—y= x—y=1
= =
X—y—2=- X—y= x=y+1

Prema tome, uredene trojke ( y+1, y,l) (v € R) surjeSenja datog sistema.

2.3.2. GAUSSOVA METODA RJEéf\VANJA SISTEMA LINEARNIH
JEDNACINA

Ako je u (*) m#n, mozemo koristiti Gaussovu metodu. Uvedimo sljedece
matrice: 4= [ai]} - matrica sistema i A/ B = [aij | bl} - proSirena matrica.
Tada sistem ima rjesSenja ako te dvije matrice imaju isti rang. Pri tome, sistem
ima tacno jedno rjeSenje ako je rang A jednak broju nepoznatih, a ima
beskonatno mnogo rjeSenja ako je rang A=rang A/ B manje od broja
nepoznatih. U posljednjem slu¢aju razlika izmedu broja nepoznatih i rang A
predstavlja broj nepoznatih koje treba uzeti proizvoljno.

ZADACI
1. Rijesiti sistem jednacina:
2x+4y—-5z=-5
-x—y+z=0
2x+y—z=1
Rjesenje:
2 4 =5 2 4 515
A=|-1 -1 1 |,[4/B]=|-1 -1 1]0
2 1 -1 2 1 -1
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» 4 5|5 2 4 55
=315
[A/B]~ 0 2 3-5|~|0 1 —|—|~
0 -3 4|6 2|2
N 0 -3 416
rangA =3
rang(A/B)=3
2x+4y—-5z=-5
3,
4 2 2
1 3
—_— 7 =——
2 2
x=1,y=2,z=3
2. Rijesiti sistem jednacina:
3x,—2x, +x;+2x, =1
S5x,—x, +3x;—x, =3
2x, +x, +2x, -3x, =4
Rjesenje:
3 21 2 3 21
A=|5 -1 3 -1|[4/B]=|5 -1 3
2 1 2 3 2 1 2
3 21 211 3 2 1 2|1
5 -1 3 -113|~|0 -7 -4 13|4
2 1 2 34 0 -7 —4 13-10

3x,—2x,+x;+2x, =1
—Tx,—4x, +13x, =—4
0=-6

Sistem nema rjeSenja: rang4A=2; rang(A/B)=3.
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3. Rijesiti sistem jednacina:
2x, —4x, +x;, =1
X, —5x, +3x; =2
X=X, +x;=—1

3x, +5x, = 5x;, =6

Rjesenje:
2 -4 1|1] [1 =5 3|2 1 =5 32
[A/B]:l—s 312 |2 4 1f1| |0 6 -5]|-3
1 -1 1|1 |1 =1 1]-1| |0 4 =2|-3
3 5 -51-6] |3 5 -5-6| [0 20 -14|-12
1 =5 3]2] [1 =5 3|2
0 6 -5-3| |0 6 =5]-3
“lo 0o 43| [0 0o 4|3
0 0 8|6] [0 0 0]0

rang4A=rang(A4/B)=3
dx, =-3=>x,=——
9
—6x, —5x; =-3=—6x, =5x;,-3=x, = —g
11
X, =5x,+3x;=2=x,=5x,-3x,+2= e

11 9 3
Ri(-—,==,—>
e

4. Rijesiti sistem jednacina:
X =X, +2x;-x,=1
X +x,+x;+x, =4
2x, +3x, -5x,=0
5x,+2x, +5x,-6x, =6

Rjesenje:
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1o-1 2 ] f1roaro2 -1 1 -1 2 -1]1
1 1 1 1/4 0 2 -1 2|3 0 2 -1 2|3
2 3 0 -50 0 5 4 -3]-2 0 0 -3 -16f-19
15 2 5 -6|6 0 7 -5 -1 0 -3 -16]-19
112 11
0 -1 23
0 -3 -16[-19
100 0 00
X =X, +2x;-x,=1
2x, -x;+2x, =3

-3x,-16x, =-19

0=0

rang(A) =rang(A/ B) =3 <4 = sistem je neodreden
-3x3:16x4-19:>x3:w
2x, -x; =3-2x, = 2x, =x,+3-2x, = 19—16x43+9-6x4 = 28-322x4 =
xl—x2+2x3:1+x4:>xl:x2—2x3+x4+1:M:8x4—7

5. Zakoje vrijednosti parametra a sistem
ax+y+z=1

xX+ay+z=2
xX+y+az=-3
ima jedinstveno rjeSenje? Odrediti to rjeSenje!

Rjesenje:
a 1 1]1 1 1 al-3 I 1 a | 3
1 a 1{12|~|1 a 1|2 |~|0 a-1 1-a| 5
1 1 a3 |a 1 1]1 0 l-a 1-a*(1+3a
I 1 a -3
~10 a-1 I-a 5
0 0 (d-a)2+a)3(a+2)
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2. Linearna algebra

1) (I-a)(a+2)#20=a#1,a#-2. Tada je rang4 =rang A/ B =3 (broj
nepoznatih u sistemu), pa je sistem odreden.

3(a+2) 3
(-a)a+2) l-a

(1-a)a+2)z=3a+6=>z=

2
(1-a) (a=1)

2 3 3(1-a)+2-3a
X+y+az=-"33=>x+—+a—="33=>x=
a-1 l-a l-a

(a-Dy+(-a)

1
=S x=—
a-—1

2) Za a=1, rangd = l,rang A/ B =2, pa sistem nema rjeSenja.
3) Za a=-2, rangd = rang A/ B =2 < 3 (broj nepoznatih u sistemu), sistem
ima beskona¢no mnogo rjesenja.

Byp42z=5m y=2200
x+y—2Z:—3:>x:—3—y+222—3—2z_5+22=_9_223+5+6Z=4Z3_4
RjeSenja sistema su: (423_4 , 223_5 ,zj,z eR.

6. Rijesiti sljedece sisteme jednacina:
2x+3y=8 2x+3y =28 .
a (R:(1,2)) b) (nema rjeSenja)
Tx-5y=-3 4x+6y=10
2x+3y=8 Dy
c drt6v =16 x+y+z=5 (nema rjesenja)
fxrby=10 (neodreden) x—y+z=1
xX+z=2
e)

X, +2x,+3x, —4x, =11
2x,+x,+5x,+x, =3 (R:(2 247 9 SD
3x,+2x, +x, +2x, =1 ’

X +x,+5x,+x,=5

7. Diskutovati rjeSenja sistema jednacina za razne vrijednosti parametara:
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x+y+z=4 ax+y—-z=1
x+(I+A)y+z=24 x+ay—z=1
x+y+(1+2)A=0 x—y—az=1

ax+y+z=4
xX+cy+z=3
x+2cy+z=4

Ax+y+z+t=1
X+Ay+z+t=1
X+y+Az+t=1°

X+y+z+At=1°

8. Odrediti parametar tako da sistem ima rjeSenje, pa naci to rjeSenje

4x+y=5
3x+2y=35
6x+2y+24=1°

Rez.: 4, =44, =-2,x=y=1.

9. Rijesiti sistem:
2x,+7x, +3x;+x, =6
3x,+5x, +2x;+2x, =4
Ox, +4x, +x,+7x,=2

Rez.: Sistem ima beskonac¢no mnogo rjesenja,
x,=8+9a—-4b,x, =a,x; =b,x, =-25a+5b-10, a,beR.

10. Ispitati u pogledu rjesivosti sisteme:

a)

X, —x,+2x;—x,=1

X +x,+x;+x,=4

2x, +3x,-5x,=0
5x,+2x, +5x;—6x, =0

Rez. a) nema rjeSenja
b) beskona¢no mnogo rjeSenja
14-1la 19-16a
x,=8a-"7,x,= 3 , Xy = 3
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b)

X, —x,+2x;—x,=1

X +x,+x;+x,=4

2x, +3x,-5x,=0
5x,+2x,+5x; —6x, =6

, X, =a,ae€R.



2. Linearna algebra

2.3.3. HOMOGENI SISTEMI

Neka su a; (z' =lL..,nj= 1,...,n) realne konstante. Tada homogeni sistem
jednacina

a, X, +apx, +..+a,x, =0

(*)

a,x,+a,x,+..+a,x =0
ima samo trivijalno rjeSenje (x,,x,,...,x,)=(0,0,...,0) ako je determinanta D
tog sistema broj razli¢it od 0. Ako je pak D =0, sistem (*) ima beskona¢no
mnogo rjesenja.

ZADACI
1. Rijesiti sistem jednacina:
xX+2y+z+t=0
2x+y+z+2t=0
x+2y+2z+t=0
x+y+z+t=0
Rjesenje:
1 21 141 1 0 O
211 2 2 -1 -10
D: = :0
1 22 11 1 1 O
1 11 141 0 O O

Trazimo jednu subdeterminantu glavne determinante razli¢itu od nule

I 2 1 |1 2 1
2 1 lj=|1 -1 0f=-2-1=-3
1 2 2 -1 -2 0
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X+2y+z=—t
2x+y+z=-2t
X+2y+2z=—t

< 2 1 |-+ 2 1
D.=|-2t 1 1|=|0 -3 —ll=3t=>x=—=¢
—+ 22 |0 0o 1 -

1 - 1] |1 0 1

D =2 =2t 1|=2 0 1|=0=>y=—=0
1 -t 2/ |1 02
1 2 -

D. =2 1 il=0=2=L 9
11— -

rjesenje: x =—¢,y=0,z=0(t € R)

2. Odrediti parametar k& tako da sistem ima netrivijalna rjeSenja, pa naci ta
rjesenja:

X +2x,+x,=0

X, -x;=0
ke, — x, =0
Rjesenje:

1 2 1] 1 2 1
D=1 0 -1=]2 2 0=—2-2k=-2(k+1)
k -1 0| |k -1 0
D=0 k=-1

Sistem glasi:
X +2x,+x,=0
‘1 2

=-2#0
10
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X, +2x, =—x,

X, =X,

-x,—x, =0

X +2x, = x,

2x, =—2x,

X, =—X,

Rjesenje : x; = x;,x, = —X;,X; = X,

(a,—a,a),ae R

3. Odrediti parametar k£ tako da sistem ima netrivijalna rjeSenja, pa naci ta
rjesenja

x+y+z=0

kx+4y+z=0

6x+(k+2)y+2z=0

RjeSenje: Homogeni sistem ima beskonatno mnogo rjeSenja (tj. ima
netrivijalna rjeSenja) ako je determinanta sistema jednaka nuli.

11 1t o o
D=k 4 1=|k 4-k 1-k=-4@4-k)—(k-4)1-k)=(k-4)k+3)
6 k+2 2| |6 k-4 -4

D=0 (k=4vk=-3)

1) Za k =4 sistem glasi:
x+y+z=0
4x+4y+z=0
6x+6y+2z=0

1 1
‘4 1

‘:—37&0
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y+z=—x
4y +z=-4x
-x 1

D, =
—4x 1

‘:3x

4 —4x
y=—x,z=0
R:(x,—x,0)

2) Za k = -3 sistem glasi:
x+y+z=0 :>x+y:—z/3;.(_4) +:>y:_—42x=_—32
“3x+4y+z=0) 3. 4y, 7707

6x—y+2z=0
S obzirom da smo ve¢ konstatovali da sistem ima beskonacno rjeSenja, nije
potrebno provjeravati da li dobivena rjeSenja zadovoljavaju trec¢u jednacinu.

. . -3 4
Dakle rjeSenja su (72,72,2}2 eR.
4. Odrediti parametar k tako da sistem ima netrivijalna rjeSenja, pa naci ta
rjesenja.

ko, +x, +x,+x, =0
X +he, +x,4+x,=0
X +x, +kx;+x,=0
X +x,+x;+kx, =0

(R: Za k=1 ili k = -3 sistem ima netrivijalna rjeSenja)
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