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PREDGOVOR

Sa pojavom novih tehnika i tehnologija, pripreme knjiga i uopsSte
udzbenicke literature, posebno iz tehnickih disciplina, postalo je lakSe i
kvalitetnije. Skratilo se vrijeme pripreme i pojavio daleko veci broj
knjiga nego Sto je to bilo ranije. Iz oblasti mehanika bilo je dosta
razli¢ite literature, koja nazalost nije u potpunosti odgovarala
nastavnom procesu i programu po kome se radilo.

Ipak dobro rjeSenje jeste postojanje udzbenika koji u potpunosti slijedi i
podrzava sadrzaj koji nastavnik predaje studentima. Zbog toga smo
radedi dugi niz godina na predmetima Staika i Mehanika I, na prvoj
godini studija maSinskih i gradevinskog fakulteta stekli iskustvo kako i
Sta predavati studentima i §ta treba ispitivati studente. U skladu sa
Bolonjskim procesom, nije jednostavno na prvoj godini sa teoretskim
predmetom kakav je Statika uvoditi nove tehnike predavanja i vjezbi.
Zato kao jedina i sigurna potpora za postizanje dobrih rezultata jesu
knjige, udzbenici, zbirke i praktikumi.

U knjizi Statika skupili smo niz zadataka koji su se pojavljivali kao
ispitni zadaci u eliminatornom dijelu ispita (pismeni dio ispita).
Teorijska osnova, za rjeSavanje zadataka datih u knjizi, data je na
jednostavan, razumljiv nac¢in i §to je moguce u manjem obimu.
Prethodne zbirke zadataka, ¢iji je sadrzaj ukljuéen u ovu knjigu,
pokazale su se kao dobra osnova i bile su dosta korisne i trazene, pa je i
ovo kompletno rjeSenje, teorijske osnove i prate¢i zadaci mozda i
najbolje rjeSenje za studente.

Smatram da smo izdavanjem ovog uzbenika za predmet Statika i
Mehanika I studentima olaksSali pripremu i savladavanje tako vaznih
osnova za sve studente tehnickih fakulteta, posebno masSinskih i
gradevinskih.

Bi¢emo zahvalni i pozivamo sve koji pronadu greske bilo koje vrste, koje
su nam promakle da nam ukazu na njih.

Posebnu zahvalnost dugujem recenzentima prof. dr. Avdi Voloderu i
prof. dr. Dzaferu Kudumovi¢u na trudu koji su ulozili da pregledaju
materijal i ukazu na propuste.

Mr. Samir LemeS$ je dizajnerskim rjeSenjem korica znacajno doprinio
prepoznatljivosti i vizuelnom identitetu knjige zbog ¢ega mu dugujemo
zahvalnost.
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,~ UVOD U MEHANIKU

1.1 Definicija, zadatak i podjela mehanike

Mehanika kao grana prirodnih nauka je naucna disciplina koja izuc¢ava
zakone mirovanja (ravnoteze), mehanickog kretanja, kao i uzajamnog
djelovanja materijalnih tijela. Naziv mehanika dolazi od grcke rijeci
"mehane" koja ima znacenje stroja (masine) ili oruda (sprave). Nastanak
mehanike bio je uslovljen zZivotnim potrebama ¢ovjeka u njegovoj borbi
za opstanak. Opazanje prirodnih pojava, koje je staro koliko i
Covjecanstvo, kao i odredenih sli¢nosti i zakonitosti u tim pojavama
vodilo je ka postepenom pretvaranju iste u spoznaju i konaéno u
naucénu misao. Pri tome, ¢ovjek je uocio da na neke pojave moze utjecati
i potpuno ili djelimi¢no ih iskoristiti, odnosno podvrgnuti svojoj volji. Iz
navedenog je ocigledno da se mehanika temelji na opaZanju,
iskustvima, eksperimentu i teoriji. U okviru mehanike primjenjuju se
razliCite metode kao §to su: eksperimentalne, metode logickog
zakljuéivanja i egzaktne metode matematike. Kako mehanika raspolaze
sa malim brojem aksioma, koji se temelje na opazanju i iskustvu, pri
proucavanju mehanike wuglavnom se koristi deduktivha metoda.
Deduktivnha metoda podrazumijeva formulisanje opsStih pojmova i
zakona, a zatim se, logickim zakljuéivanjem, primjenom matematickih
metoda izvode ostali teoremi i principi mehanike.

Mehanika kao osnovna i najstarija grana fizike raspolaze principima i
zakonitostima na kojima se zasnivaju mnoge grane fizike. Kao nau¢na
disciplina mehanika se bavi proucavanjem najjednostavnijih prirodnih
pojava, koje mnazivamo mehanickim kretanjem. Pod mehanickim
kretanjem podrazumijevamo pojavu promjene polozaja materijalnih
tijela, koja se vrsi u toku vremena, jednih u odnosu na druge, kao i
promjenu relativnog polozaja dijelova materijalnih tijela, to jest
deformacije tijela.

Svaka promjena polozaja tijela uvjetovana je djelovanjem nekog
vanjskog uzroka koji nazivamo silom. Zbog toga se mehanika bavi i
silama, to jest ona istrazuje i uzroke kretanja.

Pod pojmom materijalnog tijela podrazumijevamo prostor ispunjen
materijom. Materija ili tvar je ono §to ispunjava prostor i Sto osje¢amo
preko nasih osjetila, odnosno ono §to djeluje na nasa ¢ula. U prirodi i
svuda oko sebe neprekidno opazamo bioloSke, hemijske, mehanicke,
toplinske, elektricne i druge promjene. Opcenito, sve te raznovrsne i
mnogobrojne promjene nisu niSta drugo do razli¢iti oblici kretanja




STATIKA

materije. Za kretanje mozemo re¢i da je to najopcenitije svojstvo
materije.

S pojmom materije nije vezan samo pojam kretanja ve¢ i pojmovi
prostora i vremena, jer materija je u stalnom kretanju koje se zbiva u
prostoru i vremenu. U nekim promjenama kao Sto su rast zivih bica,
promjena strukture konstrukcionih materijala i slicno glavnu ulogu igra
vrijeme, a kod drugih dominira element prostora. Medutim, pojam
kretanja materije u prostoru pri analizi bilo koje promjene u svim
njenim pojedinostima ne mozemo nikako odvojiti od njenog kretanja u
toku vremena.

Prostorno stanje materijalnog tijela definiSu njegova osnovna svojstva
kao Sto su oblik, volumen i polozaj. Promjenu oblika i volumena
materijalnog tijela nazivamo deformacijom, a promjenu polozaja
kretanjem.

U prirodi se kretanje javlja u najraznovrsnijim oblicima pri ¢emu jedan
oblik kretanja moze da se pretvori u drugi. Najednostavniji oblik
kretanja je mehanicko kretanje za koje smo rekli da se sastoji u
promjeni polozaja tijela u prostoru tokom vremena. Ako tijelo ne mijenja
svoj polozaj u odnosu na druga tijela koja ga okruzuju, kazemo da
miruje.

Kretanje i mirovanje su relativni pojmovi s obzirom da u prirodi ne
postoji apsolutno mirovanje. Na primjer tako nam se na prvi pogled ¢ini
da u prirodi postoje tijela koja miruju u odnosu na okolne predmete i
tijela koja mijenjaju svoj poloZzaj u toku vremena, odnosno krecu se.
Medutim, poznato je da Zemlja rotira oko svoje ose i istovremeno po
elipticnoj putanji rotira oko Sunca, koje opet stalno mijenja svoj polozaj
u odnosu na druge zvijezde u svemiru. Dakle, ¢itav svemir je u stanju
vjecnog kretanja i zato u prirodi ne postoji tijelo koje se ne bi nalazilo u
stanju kretanja. Zbog toga s pravom mozemo rec¢i da je kretanje, u
najSirem smislu rijeci, oblik postojanja materije i ono obuhvaca sve
promjene i procese koji se dogadaju u prirodi i svemiru.

Vrlo ¢esto pri kretanju materijalnog tijela dolazi i do promjene njegovog
oblika i volumena (deformacije) Sto je prouzrokovano promjenom
medusobnog polozaja njegovih sastavnih Cestica (na primjer kretanje
¢vrstih tijela, kretanje te¢nih i plinovitih fluida).

Deformacije koje nastaju pri kretanju ¢vrstih tijela u veéini slucajeva
tako su male da se mogu zanemariti i zbog toga se pri proucavanju
mehanickog kretanja uzima u obzir samo promjena polozaja.

Osim navedenih jednostavnih pojava kretanja, koje obi¢no mozemo lako
posmatrati, postoje kretanja odredena elektrickim, magnetskim,
toplinskim, optickim, hemijskim i drugim procesima u materijalnom
tijelu. Ta kretanja materijalnih tijela su mnogo slozZenija i veoma te§ko
ili uopcée se ne mogu posmatrati jer se radi o kretanju molekula i atoma,
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odnosno njihovih sastavnih Cestica. Proucavanjem zakona tih kretanja
bavi se fizika u Sirem smislu rijecéi.

Ako se pri analizi procesa kretanja materijalnih tijela u obzir uzme
manji broj fizickih svojstava, proucavanje kretanja tih tijela ce biti
daleko jednostavnije. Zbog toga je uobicajeno da se pri proucavanju
zakonitosti mehanickog kretanja polazi od najjednostavnijih objekata
kao $to su materijalna tacka i kruto tijelo, a zatim se postepeno uzimaju
u obzir i druga fizicka svojstva (elasticnost, plasticnost i sl.). Na taj
nacin se priblizavamo ta¢nom poznavanju zakona kretanja stvarnih
materijalnih tijela u prirodi.

Izucavanje pojava kretanja €isto teorijski, neovisno o njihovom znacenju
u praktiécnom zivotu, koriste¢i pri tome samo matematicka sredstva,
spada u teorijsku ili racionalnu mehaniku. Rezultati izuc¢avanja do kojih
dolazimo u okviru teorijske mehanike uporeduju se sa stvarnos§céu pri
¢emu pokusSavamo teorijske i prakti¢ne rezultate dovesti u sklad. Na taj
nacin dobiveni zakljuéci primjenjuju se pri proracunima i projektiranju
elemenata, maSina, gradevina i drugih tehnickih objekata.

Mehanika, kao nauc¢na disciplina, koja primjenjuje zakone teorijske,
odnosno racionalne mehanike na tehnicke objekte zove se tehnicka
mehanika. Tehnicka mehanika kao nauc¢na disciplina predstavlja
prijelaz od ¢Cisto teorijskih disciplina ka prakti¢nim tehnickim nauénim
disciplinama.

Za rjeSavanje tehnickih problema nije uvijek potrebna apsolutna
tacnost koja se dobije na osnovu strogih i veoma slozenih formula
teorijske mehanike. RjeSavanje tehnickih problema i postizanje zeljenog
cilja u vecini slucajeva zahtijeva jednostavne i brze metode, Sto kao
posljedicu ima uvodenje novih hipoteza i zamjenu strogih formula
teorijske mehanike empirijskim relacijama, koje se temelje na
neposrednom iskustvu. Na primjer teoriju elasti¢nosti, nauku koja
izucava idealna elasti¢na tijela, zamjenjuje u tehnickoj mehanici statika
elasticnih tijela ili otpornost materijala, a teorijsku hidromehaniku,
nauku o kretanju idealnih tekuéina, tehni¢ka hidromehanika, odnosno
primijenjena mehanika fluida ili hidraulika.

Prema opcoj definiciji mehanike kao nauéne discipline koja izucava
specificne zakone mehanickih kretanja, tehnicka mehanika se dijeli na
statiku ili geometriju sila, kinematiku ili geometriju kretanja i na
dinamiku, koja proucava odnose izmedu sila i kretanja.

Statika u opcem slucaju proucava samo mirovanje materijalnih tijela
kao specijalni sluéaj mehanickog kretanja. Razlikujemo statiku krutih
tijela ili stereostatiku i statiku elastiénih c¢vrstih tijela ili nauku o
¢vrstoci. Zadatak statike krutih tijela je da sile, koje djeluju na neko
tijelo, svede na najjednostavniji moguci oblik, a statika elasti¢nih
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¢vrstih tijela proucava unutarnja naprezanja i deformacije materijalnih
tijela. U statici operiramo sa pojmovima duzine i sile.

Kinematika se bavi proucavanjem kretanja materijalnih tijela, ne
uzimajucdi u obzir uzroke koji izazivaju to kretanje. Dakle, nastoji se
odgovoriti na pitanje: kako se materijalno tijelo krece pri zadanim
geometrijskim wuvjetima u zavisnosti od vremena. To znac¢i da u
kinematici operiramo sa pojmovima duzine i vremena.

Dinamika proucava zavisnost izmedu kretanja materijalnog tijela i sila
koje djeluju na tijelo, uzimajuéi u obzir i njegovu masu. Dakle, u
dinamici operiramo sa pojmovima duzine, vremena, sile i mase. Za
dinamiku se kaze da je to nauka o ubrzanom kretanju tijela. Ubrzanje
ili akceleracija postoji uvijek kada dolazi do promjene brzine ili po
veli¢ini (npr. nejednoliko pravolinijsko kretanje) ili po pravcu (npr.
krivolinijsko kretanje), odnosno istovremeno po pravcu i veli¢ini.

1.2 Kratak istorijski pregled razvoja mehanike

U pradavna vremena covjek je, u borbi za opstanak, nastojao da svoje
slabosti nadomjesti i dopuni odgovaraju¢im tehnickim sredstvima koja
su mu bila dostupna. Ta sredstva bila su raznovrsna i imala su razlicite
namjene. Na primjer to su bile kamene sjekire, grnc¢arske ploce, uredaji
za mljevenje, vezenje i tkanje, alati i strojevi za dizanje i transport tereta
na kopnu, vodi i u zraku, oruzje za napad i odbranu itd. Posmatranjem
pojava na nebu covjek je naSao mjerilo za vrijeme i objekte za
orijentaciju u prostoru. Daljim razvojem i na osnovu stecenih iskustava
iz tehnike, astronomije i nautike covjek je nastojao da objasni odredene
zakonitosti kretanja, ravnoteze i mirovanja. Tako je kao posljedica
zivotnih potreba covjeka u njegovoj borbi za opstanak nastala
mehanika. Povijest mehanike kao naucne discipline nerazdvojeno je
vezana sa historijskim razvojem materijalne kulture ¢ovjecanstva Sto se
moze uociti iz slijedec¢eg pregleda historijskog razvoja mehanike.

Mnogi istorijski spomenici kao i porijeklo same rije¢i mehanika govore
nam da su se ljudi bavili mehanikom jo$§ u davnoj pro$losti. Dokaz za to
su piramide Egipta, kule Babilona, hramovi i luke Grcke, mostovi i
tvrdave starog Rima itd. Iz navedenog je ocigledno da su ljudi veé¢ u
starom vijeku raspolagali raznolikim i velikim znanjima iz mehanike.
Poseban segment spoznaja u starom vijeku vezan je za nebesku
mehaniku tj. posmatranje i proucavanje kretanja nebeskih tijela.
Mozemo rec¢i da poceci mehanike padaju u pocetke religije i ljudske
civilizacije. Postavljanje prvih osnova iz mehanike vezano je za grcke
naucnike i njenu najstariju granu statiku. Zato se osnivacem mehanike
smatra Arhimed iz Siraxuze (287-212 god. prije n.e.), koji je postavio
zakone poluge i uzgona u tekucinama, a pripisuju mu se i koloturnik,
vijak i kolo na vretenu; Heron (oko 120 god. prije n.e.) koji je proSirio
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zakone poluge i kolotura i razvio zakonitosti o djelovanju klina, vijka,
zupcanika i kola na vretenu; Ptolomej (oko 150 god. poslije n.e.), koji je
dao prvu dosta potpunu teoriju kretanja planeta (glediSte geocentri¢nog
sistema oje je odgovaralo crkvenim vlastima - zastupljeno u djelu
"Almagest” koje je preko 15 stoljeca sluzilo kao glavni udzbenik
astronomije) i Pappus (oko 390 god.), koji je razvio nauku o teziStu
tijela.

Nakon §to je takozvana aleksandrijska §kola u VII stoljecu dozivjela
propast nastao je duzi zastoj u razvoju mehanike i nauke uopce.

Ponovni intenzivniji razvoj nauke pocinje tek pred kraj XV stoljeca.
Zastoj u razvoju nauke u ovom periodu nastao je uglavnom kao
posljedica nedovoljne ekonomske razvijenosti.

U drugoj polovini srednjeg vijeka dolazi do poboljSanja ekonomskog
stanja. Razlog za to je niz tehnickih otkriéa koja se javljaju jedno za
drugim. U IX stojecu javlja se potkivanje ekserima, a u istom periodu
pronadena je i vodenica. Do racionalizacije vuéne snage Zzivotinja i
njenog povecanja dolazi u X stoljecu koriStenjem hama koji se
zivotinjama postavlja na ramena, a ne na vrat kako se Cinilo ranije.
Dolazi do usavrSavanja tehnike gradenja brodova (javlja se kormilo koje
olakSava plovidbu). U XIV stoljecu iz Kine preko Arapa donosi se barut
na Zapad, a sredinom XV stoljeca otkriveno je Stampanje.

Povec¢an broj tehnickih otkrica dovodi do povecéanja proizvodnje koja
dovodi do intenzivnije razmjene dobara izmedu pojedinih zemalja ¢ime
se problem prijevoza joS viSe intenzivira.

Nakon otkrica Amerike, proizvodne potrebe te epohe postavljaju pred
nauku ¢itav niz problema iz domena mehanike i astronomije.

Neki od tih problema su: povecanje brodske tezine i poboljSanje
upravljanja brodom, gradnja kanala u okviru rije¢ne plovidbe, problem
odredivanja polozaja broda na otvorenom moru i dr. Navedeni problemi
spadaju u domen hidrostatike, hidrodinamike i astronomije.

Razvoj specificnih industrijskih grana kao $to je rudarstvo, takoder je
mehanici postavio niz problema kao §to su: gradnja masina za busenje,
transport i dizanje rude, izrada rudnickih pumpi za vodu, problem
provjetravanja rudnika itd. Jedan sasvim novi pokret u filozofiji, nazvan
renesansa, znatno je ubrzao sve zakone ¢ovjekovog zivota.

Uticaj na razvoj mehanike kao nauéne discipline imale su i ratne
vjesStine iz kojih su proistekli problemi zakona kretanja plinova kod
vatrenog oruzja, pitanje akcije i reakcije, problem otpornosti materijala,
problem kretanja projektila i drugo.

Nagli razvoj mehanike javlja se u XVI i XVII stoje¢u. U tom periodu
zivjeli su veliki umovi i nauénici kao §to su: Leonardo da Vinci (1452-
1519), Kopernik (1473-1543), Galilei (1564-1642), Kepler (1571-1630),
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Huygens (1629-1695) i mnogi drugi. Galilei se smatra jednim od
osnivaca klasi¢ne mehanike. On je uveo eksperimentalnu metodu kao
osnovu fizikalnih istrazivanja. Postulirao je, izmedu ostalog, zakon
slobodnog pada i zakon kretanja po kosini. Poseban znac¢aj ima jedan
od osnovnih zakona mehanike, a to je princip tromosti ili inercije koji je
on izveo.

Jedan od najveéih podsticanja razvoju mehanike dao je Newton (1643-
1727). Svojim djelom "Matematicka nacela prirodne filozofije" u kome su
izlozene osnovne zakonitosti kretanja u otpornoj sredini on je udario
temelje klasi¢noj mehanici kao nau¢noj disciplini koja se po njemu
naziva Newton-ova ili klasiéna mehanika. Uvodenjem infinitezimalnog
racuna Newton je dao podstreka matematicarima za fizikalna
razmatranja problema mehanike. Veliki je broj znamenitih
matematicara i fizicara kao Sto su Huygens, Leibnic, Bernoulli, Euler i
drugi, koji su radili na problemima mehanike i doprinijeli njenom
usavrSavanju i razvoju. Istovremeno, mehanika je s druge strane
izazvala veliki razvitak matematike, postavljajuéi joj probleme od kojih
neki jo§ ni danas nisu rijeSeni.

U XVII i XVIII stolje¢u na osnovu postignutih rezultata nauka je mogla
potisnuti mracne sile predrasuda, dogmatskih ucenja i autoritet
neprikosnovenih crkvenih vlasti. Pobijedila je Kopernik-ova (1473-1543)
teorija kretanja planeta (heliocentriéni sistem) c¢ime je doSlo do
izuzetnog preokreta u nauci, a posebno nebeskoj mehanici.

Za izuzetan razvoj mehanike u XVIII stojec¢u najzasluzniji nauénici su:
Lagrange, Laplace, d'Alembert, Poisson, Hamilton, Poinsoti drugi.

Nagli razvoj industrije u XIX stojecu doprinijelo je da se iz teorijske
mehanike izdvoji tehnicka mehanika kao posebna nauc¢na disciplina.
Osnivac sistematske tehnicke mehanike je Poncelet (1781-1867), a osim
njega za razvoj tehnicke mehanike zasluzni su: Hooke, Coulomb, Prony,
Navier, Coriolis, Maxwell, Weisbach, Young i mnogi drugi.

1.3 Osnovni pojmovi i aksiomi mehanike

1.3.1 Kruto tijelo i materijalna tacka

Kretanje ¢vrstih tijela u prirodi pod uticajem sila uvijek je povezano sa
njihovim manjim ili veéim deformacijama, koje se ocituju u promjeni
oblika i volumena tih tijela. Te deformacije su dosta slozene pojave pa
se u mehanici uvodi pojam krutog, to jest apsolutno ¢vrstog tijela. Pod
pojmom krutog tijela podrazumijevamo tijelo koje pod djelovanjem sila,
ma kako one bile velike ne mijenja oblik i volumen. To znac¢i da se
iskljuc¢uju osobine elasti¢nosti materijala kao i mogucnost da se tijelo
raskine ili zdrobi. Takva tijela su idealna tijela i ona ne postoje u
prirodi. Dio mehanike koji izucava kretanje takvih tijela naziva se
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mehanikom  krutih tijela ili stereomehanikom. Izucavanjem
deformabilnih tijela koja se elastiéno ili plasticno deformiraju bavi se
mehanika elastiénih tijela ili elastomehanika kao i mehanika plastiénih
tijela i mehanika loma.

Da bi se lakSe analizirali razli¢iti oblici kretanja krutog tijela, koji jos
uvijek predstavljaju dosta slozene pojave uveden je u mehaniku i pojam
materijalne tacke. Pod pojmom materijalne tacke podrazumijevamo
materijalno tijelo zanemarljivih dimenzija. Na taj nacin, oduzimanjem
krutom tijelu joS i svojstva oblika i volumena predodZba o materijalnoj
tacki moze se svesti na geometrijsku tacku. Uzevsi u obzir navedeno,
kruto tijelo se moZe smatrati sistemom materijalnih tacaka izmedu
kojih se ne mijenja razmak. U mehanici materijalna tacka moze da se
posmatra kao dio nekog tijela, ali i kao samostalna materijalna tacka.

1.3.2 Pojam sile i vrste sile

U svakodnevnom zivotu vrlo c¢esto susrecu se pojave koje se
manifestuju kao naprezanje miSiéa pri vrSenju tjelesnog rada, na
primjer dizanje nekog tereta, pokretanje nekog predmeta rukom,
kretanje i sliéno. Naprezanje miSi¢a predstavlja subjektivni osjecaj
kojim odredujemo primarni pojam sile, koja u okvirima fizike ne moze
tacno da se definira.

Pod pojmom sile u mehanici podrazumijevamo svako djelovanje (akciju)
koje nastoji promijeniti stanje mirovanja ili kretanja nekog tijela. Sile
koje proizvode ili nastoje da proizvedu kretanje tijela zovu se
dinamickim ili aktivnim (na primjer sila Zemljine teZe, sila pritiska
vjetra, sila pritiska fluida u cilindru masine itd.). Za razliku od aktivnih,
sile koje nastoje sprijeciti kretanje nazivaju se pasivnim silama ili
otporima (na primjer sila otpora trenja, sila otpora kretanju tijela kroz
fluid itd.).

Sile koje djeluju na neko tijelo izvana i ¢ije djelovanje za posljedicu ima
promjenu oblika i volumena tijela zovu se vanjskim silama, a one sile
koje se odupiru djelovanju vanjskih sila i promjenama koje one
izazivaju nazivaju se unutarnjim silama.

Djelovanje vanjskih sila na neko tijelo moze biti dvojako. Kada se
djelovanje vanjske sile na tijelo ostvaruje preko povrSine tijela, tada se
govori o djelovanju povrSinskih sila (na primjer sila pritiska tec¢nosti ili
gasa na neko tijelo, sila pritiska jednog tijela na drugo). Ako je
djelovanje vanjske sile rasporedeno po jedinici mase ili volumena nekog
tijela tada govorimo o masenim ili volumenskim silama (na primjer
gravitacione sile, inercijalne sile, sile magnetskog polja, sile elektricnog
polja itd.).

Sila u opéem slucaju moze biti funkcija vremena, puta i brzine i ta ¢e se
zavisnost podrobnije izuc¢avati u dinamici. U okviru mehanike vrlo ¢esto
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se susrecemo sa: silom teze, inercijalnim silama, elasticnom silom
opruge, koncentrisanim silama, silom trenja klizanja, silom trenja
kotrljanja i nizom drugih sila o kojima ¢e biti viSe govora u narednim
poglavljima.

1.3.3 Pojam mase i tezine

Veliki broj vozaca vjerovatno je mnogo puta uocio pojavu koja se ocituje
u tome da kada voze automobil koji je viSe opterecen, istom brzinom
kao i manje optereéen automobil, potrebno je daleko viSe napora za
zaustavljanje automobila. Ili ako su dvije kugle iste veli¢ine, ali od
razli¢itih materijala, pokrenute jednakim udarcem one ¢e se na istoj
podlozi otkotrljati na razli¢ite udaljenosti. Iz navedenih primjera moze
se zakljuéiti da su sva tijela troma ili inertna, ali da mjera njihove
tromosti nije ista. Mjeru tromosti ili inertnosti nekog tijela u mehanici,
prema I Newton-u, naziva se masom tijela. Za svako tijelo masa je
kosntantna veli¢ina koja je proporcionalna tezini tijela koja se mijenja u
zavisnosti od polozaja tijela na Zemlji. Tezina tijela (uobicajena oznaka
za tezinu je G ) je sila kojom Zemlja privladi tijelo prema svom sredistu,
odnosno pritiskuje ga na horizontalnu podlogu (pri tome je G = mg, gdje
je: m (kg) masa tijela, a g = 9,81 ms= ubrzanje Zemljine gravitacije). Na
polovima Zemlje je tezina tijela veca nego na ekvatoru i ona se smanjuje
s visinom kako se udaljavamo od Zemljine povrSine. Osim Zemljine
gravitacije na svako tijelo djeluju i privlacne sile drugih tijela, ali je
njihovo djelovanje u poredenju sa Zemljinom privlacnom silom
zanemarivo. Mase tijela se mogu mjeriti i uporedivati. Izmjerenu masu
tijela nazivamo teSkom ili gravitacionom masom.

Pri kretanju, svojom inertnoS§¢u tijelo se suprostavlja svakoj promjeni
stanja kretanja. Ako na dva razli¢ita tijela djelujemo jednakom silom ta
tijela ¢e dobiti ubrzanja koja su obrnuto proporcionalna njihovim
masama. Na isti na¢in se mogu uporediti i mase, a tako odredena masa
naziva se inercijalnom masom.

Ako se jednakom silom djeluje na tijela iste tezine ona ¢e se kretati
jednakim ubrzanjem, a to znadi da tijela jednakih gravitacionih masa
imaju jednake i inercijalne mase. Prema tome obje su mase jednake.
Posljedica navedenog je da sva tijela u praznom prostoru (bezvazdusni
prostor ili vakuum) padaju jednakom brzinom. Karakteristika prema
kojoj su gravitacija i inercija u biti jedno te isto je osnova opce teorije
relativnosti.

Od ranije je poznata ¢injenica da je gravitacija na razli¢itim mjestima
Zemljine povrSine razliCita, a isto tako mijenja se i sa viemenom. Dakle,
mozemo re¢i da se tezina mijenja u prostoru i vremenu, dok masa
ostaje konstantna, to jest ona se ne mijenja nikakvim vanjskim
utjecajima kao §to su na primjer: mehanicki, toplinski, svjetlosni,
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elektricki i drugi. Zbog neznatne promjene Zemljine gravitacije, u
prakticnom Zivotu se ¢esto masa i tezina zamjenjuju, a kao propratno
se ne pravi razlika ni izmedu specificne tezine i gustoce (specifiéne
mase). Strogo uzevsi, pojam specificne tezine podrazumijeva tezinu
jedinice volumena, dok je gustoca masa jedinice volumena. Masa tijela
je skalarna veli¢ina, za razliku od sile teze koja je vektor.

1.3.4 Klasicna mehanika i nova mehanika

Intenzivan razvoj fizike krajem IX i pocetkom XX stolje¢a imao je za
posljedicu vazna otkrica na podruéju nauke o strukturi atoma i
kretanju njihovih osnovnih Cestica, radioaktivnosti, elektrodinamike i
nizu drugih naucnih disciplina. Ta otkri¢a su pokazala da za kretanje
mikrocestica i za kretanje tijela ¢ija se brzina pribliZava brzini svjetlosti
ne vaze zakoni klasiéne mehanike.

U prvoj cetvrtini XX stoljeca razvila se takozvana relativisticka
mehanika, koja se temelji na Einstein-ovoj teoriji relativnosti.

Einstein-ova teorija relativnosti predstavlja jo§ jedan veliki korak u
razvoju mehanike. RelativistiCka mehanika, odnosno takozvana "nova
mehanika" unosi posve nov sadrzaj u okviru osnovnih pojmova
mehanike kao $§to su prostor, vrijeme i materija. Klasicna mehanika
predstavlja poseban slucaj i samo se u podrué¢ju malih brzina poklapa
sa novom mehanikom. Prema Einstein-ovoj teoriji relativnosti prostor i
vrijeme su relativni pojmovi, a mjerenje prostora i vremena zavisi od
polozaja i kretanja posmatraca.

Kako su stvarne brzine tijela u prirodi i tehnici daleko manje od brzine
svjetlosti, klasiéna mehanika je i dalje u punoj mjeri sacuvala svoje
znacenje za tehnicku mehaniku. Razlika u rezultatima klasiéne i
relativisticke mehanike dobija na znacaju samo kada je brzina tijela
priblizno jednaka brzini svjetlosti. Kod kretanja tijela brzinom mmnogo
manjom od brzine svjetlosti klasicha mehanika daje sliku stvarnosti s
veoma visokim stepenom tacnosti.

Inercijalna masa tijela m u stanju kretanja, prema teoriji relativnosti
vecéa je od njegove mase mo, u stanju mirovanja, to jest masa se mijenja
u zavisnosti od brine prema zakonu

gdje je: v brzina kretanja tijela, a c brzina svjetlosti.

Prema jednacini (1.1) slijedi zakljuc¢ak da brzina materijalnog tijela koje
u stanju mirovanja ima masu mo vecu od nule nikada ne moze dostici




10)

STATIKA

vrijednost brzine svjetlosti ¢ = 300 000 km/s, jer bi za to trebalo utrosSiti
beskonacéno veliki mehanicki rad.

Poznata je ¢injenica da u klasi¢noj mehanici, zbog brzine kretanja tijela
mnogo manje od brzine svjetlosti, masu smatramo konstantnom.
Opravdanost te ¢injenice mozemo pokazati kroz jedan vrlo jednostavan
primjer. Uvrstimo 1i u formulu (1.1) podatak o obodnoj brzini Zemlje na
njenoj putanji oko Sunca, koja iznosi priblizno v = 30 km/s i podatak o
brzini svjetlosti ¢ = 300 000 km/s, dobit ¢emo da je 12/c2 = 108, §to
znac¢i da se promjena mase u tom slucaju moze posve zanemariti, a
prema tome i opravdati navode na ¢injenici da je:

T = Mo = COMSE,ciniininiiiiiii ittt (1.2)

Iz navedenog primjera je ocigledno da zakoni Newton-ove klasiéne
mehanike i dalje igraju veoma veliku ulogu kao moc¢no sredstvo za
naucna istrazivanja raznovrsnih tehnickih i prirodnih nauka. Dakle, u
djelokrug proucavanja klasi¢tne mehanike ulaze problemi kretanja
makroskopskih tijela, ¢ija je brzina kretanja mnogo manja od brzine
svjetlosti.

1.3.5 Osnovni zakoni mehanike

Klasi¢cna mehanika kao naucéna disciplina temelji se na nekoliko
aksioma koji proizilaze iz opazanja i iskustva. Prema Euklidu pod
pojmom aksioma podrazumjevamo istine koje se ne dokazuju, nego se
prihvataju kao o¢ite istinite bez dokaza. Prve aksiome mehanike
formulirao je nauc¢nik I Newton. Veliki italijanski nauénik Galilei, jedan
od osnivaca klasi¢ne mehanike, je ve¢ prije Newton-a ustanovio, na
osnovu sistematskih proucavanja, da bi se tijelo, koje se nalazi u stanju
mehanickog kretanja i na koje ne djeluju nikakve sile (otpori), kretalo
uvijek pravolinijski i jednoliko, to jest konstantnom brzinom (inercijalno
kretanje). Djelovanje sila se ocituje samo u promjeni brzine tijela,
odnosno tijelo bi dobilo ubrzanje ili bi se kretalo sa usporenjem.

Newton je kasnije pokazao da to vrijedi i za kretanje nebeskih tijela na
osnovu Cega je nastala takozvana dinamicka definicija sile. Prema toj
definiciji, silu smatramo uzrokom koji izaziva promjenu kretanja ili
promjenu brzine, odnosno ubrzanja. Doprinos Newtona se ogleda i u
tome §to je umjesto pojma koli¢ine materije uveo pojam mase i svoju
teoriju je postulirao sa nekoliko definicija i tri osnovna zakona
mehanike:

1) Zakon tromosti ili princip inercije:

Svako tijelo ostaje u stanju mirovanja ili u stanju jednolikog
pravolinijskog kretanja sve dok se, djelujuéi na to tijelo nekom silom, to
stanje ne promjeni.
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2) Zakon proporcionalnosti sile i ubrzanja:
Promjena ubrzanja (akceleracija) a ili brzine ¢ nekog tijela

proporcionalna je sili F koja djeluje na to tijelo, a odvija se u pravcu i
smjeru djelovanja sile, to jest

F oGy oo e (1.3)

gdje su: F i @ vektori istog pravca i smjera, a m masa tijela.

3) Princip jednakosti akcije i reakcije:

Dva tijela koja se dodiruju, djeluju uvijek uzajamno jedno na drugo,
silama koje su po intenzitetu i pravcu jednake, ali suprotna smjera.
Krace receno, 'actio=reactio”, odnosno akcija je uvijek jednaka i
suprotno usmjerena reakciji.

Prvi zakon je veci bio poznat Galilei-u i on je posljedica drugog aksioma
prema kome je za silu F = 0 i ubrzanje d@ = 0, §to znaéi da se brzina o
ne mijenja po pravcu i veli¢ini. UopSteno mozemo reci da je inercijalno
kretanje tijela dosta slozena pojava.

Drugi zakon predstavlja ustvari dinamicku definiciju sile.

Prema trecem zakonu je oCigledno da mase tijela djeluju jedna na drugu
silama koje su po veli¢ini jednake, ali suprotnog smjera, odnosno svaka
sila (akcija) proizvodi jednaku i suprotno usmjerenu silu (reakcija).

I zaista posmatrajuci pojave u prirodi, sile se uvijek javljaju u parovima,
kao akcija i reakcija. Pri tome uopSte nije bitno koju od njih smatramo
akcijom, a koju reakcijom.

Karakteristika tehnicke mehanike je ta da su zakoni i teoreme klasi¢ne
mehanike, uz primjenu pojma sile, svedeni na oblik koji je prikladan za
primjenu na materijalna tijela kao Sto su masine, vozila, gradevinske
konstrukcije i slicno, a koji se susrecu u tehnici. Analiza i primjena
pojedinih teorema mehanike odnosi se na materijalna tijela, a to znaci
da oni vaze opcenito bez obzira o kakvom se obliku materijalnog tijela
radi.

1.3.6 Osnovne veli¢ine u mehanici i njihove jedinice

Zakonom o mjernim jedinicama i mjerilima utvrdeno je da se u nasoj
zemlji mogu upotrebljavati samo mjerne jedinice Medunarodnog sistema
mjernih jedinica — SI (skracenica SI - na francuskom jeziku: Systéme
International d' Unités).

Iz niza fizickih veli¢ina po dogovoru su izdvojene medusobno nezavisne
veli¢ine, koje nazivamo osnovnim veli¢inama i za njih su definisane
osnovne jedinice. Pregled osnovnih veli¢ina i njihovih jedinica dat je u
tabeli 1.1.
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Tabela 1.1. Osnovne velidine i njihove jedinice

. Osnovna mjerna jedinica
Osnovna veli¢ina .
Naziv Oznaka
Duzina metar m
Masa kilogram kg
Vrijeme sekunda s
Jacina elektri¢ne struje amper A
Termodinamicka temperatura kelvin K
Svjetlosna ja¢ina kandela (candela) cd
Koli¢ina materije
- mol mol
(supstance, gradiva)

Ostale fizicke veli¢ine i njihove jedinice mogu se definisati pomocu
osnovnih veli¢ina i jedinica primjenom algebarskih izraza i upotrebom
matematickih simbola mnozenja i dijeljenja. Na taj nacin dobijene
veli¢ine i jedinice nazivamo izvedenim. Neke od izvedenih mjernih
jedinica dobile su nazive i oznake po imenima poznatih naucnika.

Primjeri definisanja izvedenih mjernih jedinica:

jedinica za silu zove se njutn (newton) (N): Prema definiciji to je
sila koja masi od 1 kilograma daje ubrzanje od 1 m/s2, odnosno
IN =1 kg ‘1 m/s?2 = 1 kgms?, a odreden je pomocu formule
F=ma (F-sila, m- masa, a— akceleracija),

jedinica za mehanicki rad (energiju) zove se dzul (joule) (J): 1 J =1
Nm, a odredena je pomocu formule A = F - s (A — mehanicki rad,
F - sila, s — predeni put),

jedinica za snagu zove se vat (watt) (W): 1W = 1J/s, a odredena je
pomocéu formule W = A/t (W - snaga, A - mehanic¢ki rad,
t - vrijeme) itd.

Za definisanje mehanickih veli¢ina od navedenih sedam dovoljne su tri
osnovne veli¢ine, a to su: duzina, masa i vrijeme. Ostale veli¢ine kao Sto
su: sila, brzina, ubrzanje, pritisak i druge su izvedene veliCine.

Upotreba SI sistema ima niz prednosti kao Sto su:

univerzalnost (moze se koristiti u svim granama nauke),

jednostavan je posto je izgraden na bazi koherentnosti jedinica,

jasan je, posto su u njemu konacno razluceni pojmovi mase od
tezine, to jest pojam sile,

prakti¢an je jer se koristi ve¢ uobiajenim jedinicama kao §to su
na primjer za duzinu — metar, za vrijeme — sekunda itd.,




1- UVOD U MEHANIKU

- pogodan je za izvodenje novih koherentnih jedinica, kao i njihovih
decimalnih i dekadnih umnozaka,

- oslobodeni smo nepotrebnog zamaranja i gubljenja vremena pri
raznoraznim preracunavanjima itd.,

- bolje medunarodne tehnicke komunikacije.

Da bi osnovne i izvedene mjerne jedinice bile pogodne za upotrebu u
svim oblastima primjene vrlo je korisno da se koriste decimalni
umnosci, odnosno decimalne mjerne jedinice. Decimalne mjerne
jedinice su decimalni dijelovi mjernih jedinica, a obrazuju se
stavljanjem medunarodno usvojenih predmetaka ispred oznake mjernih
jedinica. Naziv predmetaka, njihove oznake i brojéane vrijednosti sa
primjerima primjene dati su u tabeli 1.2.

Tabela 1.2. Predmetci, njihove oznake i brojéane vrijednosti

Naziv Oznaka Primjeri upotrebe predmetka
predmetka | predmetka | _
koji se koji se Cinilac kojim se mnozi jedinica
stavlja stavlja (vrijednost predmetka) o
ispred ispred Primjer Izgovor
naziva oznake
jedinice jedinice
eksa E 1 000 000 000 000 000 000=1018 Em=10'8m eksametar
peta P 1 000 000 000 000 000=1015 Pg=1015g petagram
tera T 1 000 000 000 000=1012 TJ=1012J teradzul
giga G 1 000 000 000=10° GN=10°N giganjutn
mega M 1 000 000=10¢ MPa=106Pa megapaskal
kilo k 1 000=103 kV=103V kilovolt
hekto h 100=102 hl=1021=10-'m3 hektolitar
deka da 10=10! dag=10!g=102kg dekagram
deci d 0,1=10! dl=10-1=10-*m3 decilitar
centi [¢] 0,01=10 cm=102m centimetar
mili m 0,001=10-3 mT=10-3T militesla
mikro n 0,000001=10-° pW=10-W mikrovat
nano n 0,000000001=10- ns=109% nanosekunda
piko P 0,000000000001=10-12 pF=10-12F pikofarad
femto f 0,000000000000001=10-15 fm=10-1m femtometar
ato a 0,000000000000000001=10-18 aJ=10-18J atodzul
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1.3.7 Metodicki pristup rjeSavanju zadataka u
mehanici

Problemi sa kojima se inzenjeri i tehnicari susrecu u tehnickoj praksi,
kada je u pitanju mehanika, rjeSavaju se primjenom razli¢itih zakona i
metoda mehanike. Obi¢no su to analiticke, graficke i grafoanaliticke
metode, to jest kombinacija racunskih i geometrijskih metoda.
Analiticko rjeSenje zadatka podrazumijeva u prvom koraku definisanje
odredene algebarske forme, odnosno oblika, a zatim uvrStavanje
zadanih numerickih vrijednosti, nakon ¢ega se dobijaju odgovarajuci
rezultati. Izbor metode koju éemo koristiti za rjeSavanje zadatka zavisi
od zahtjeva u pogledu tacnosti rezultata i brzine rjeSavanja. Tacniji
rezultati dobijaju se racunskim metodama ali zahtijevaju veci utrosak
vremena. Graficke metode su manje tacne, ali su zato brze i preglednije.
Racunskim metodama se u veéini slucajeva dobija funkcionalna
zavisnost izmedu zadanih i trazenih veli¢ina, Sto se Cesto upravo i trazi,
dok se grafickim metodama ta zavisnost odreduje odgovarajuéim
konstrukcijama dijagrama i planova. Pozeljno je da se svaki rezultat
pazljivo provjeri kao i to da se svaki zadatak, ako je to moguce, rijesi
analiticki i graficki. Na taj nacin jedna metoda je kontrola druge
metode.

Pri rjeSavanju zadataka iz mehanike cjelokupni proces moze se
uglavnom svesti na tri faze:

- faza pojednostavljenja zadanog slozenog problema (definisanje
idealiziranog modela problema),

faza rjeSavanja idealiziranog problema racunskom i/ili grafickom
metodom i

- faza interpretacije dobijenih rezultata u zavisnosti od zadanih
veli¢ina postavljenog zadatka.

Dosljednom primjenom svih navedenih faza pri rjeSavanju zadataka iz
mehanike, istovremeno se stiCe sigurnost i iskustvo bez cega ne
mozemo uspjeSno rjeSavati probleme iz tehnicke prakse. Osnovni
zadatak tehnicke mehanike i jeste da se bududéi inzenjeri priviknu na
jedan metodicki pristup rjeSavanju postavljenog zadatka.
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2.1 Zadatak i podjela statike

Statika, kao dio mehanike, moze se definirati, kao nauka o ravnotezi
sila koje djeluju na materijalno tijelo, odnosno mehanicki sistem.
Drugim rije¢ima, u okviru statike proucavaju se uslovi koji moraju biti
ispunjeni da bi sile, koje djeluju na promatrano tijelo, odnosno sistem,
bile u ravnotezi.

Razlikujemo staticku i dinamicku ravnotezu. Pod pojmom staticke
ravnoteze podrazumijevamo slucaj kada tijelo na koje djeluju sile
miruje, a kada se tijelo pod djelovanjem sila krece jednoliko i
pravolinijski (v = const.) tada imamo slucaj dinamicke ravnoteze. U tom
sluéaju za kretanje tijela vrijedi zakon inercije (I aksiom), i pri tome
tijelo se ponasa kao da na njega ne djeluje nikakva sila. Stanje
mirovanja sa stanoviSta kinematike podrazumijeva sluc¢aj kretanja kada
je brzina jednaka nuli (v = 0).

Prema nacinu i metodama proucavanja ravnoteze krutih tijela, statiku
mozemo podjeliti na elementarnu i analiticku statiku.

U elementarnoj statici se razmatraju metode svodenja ili redukcije
zadanog sistema sila na jednostavniji oblik. Kako izlaganja u ovom
dijelu statike imaju geometrijski karakter, taj dio statike zove se jo$ i
geometrijom sila. Pri rjeSavanju zadataka u elementarnoj statici sluzimo
se analitickom, grafickom (geometrijskom) ili grafoanalitickom
metodom. Pri analitickom postupku, trazene velicine analiziraju se i
odreduju numericki, a pri grafickom postupku, sve veliCine se zadaju
graficki i sam proces odredivanja trazenih veli¢ina izvodi se Cisto
grafickim putem. Grafoanaliticka metoda predstavlja kombinaciju dvije
prethodne opisane metode.

Analiticka statika se zasniva na principu virtualnih radova koji
predstavljaju fundamentalne principe mehanike i koji definiSu opéi
kriterij ravnoteze mehanickih sistema.

Prema agregatnom stanju tijela statiku mozemo podijeliti na: statiku
¢vrstih tijela (geostatiku ili samo statiku), statiku tec¢nog fluida
(hidrostatiku) i statiku plinovitih fluida (aerostatiku). Statika c¢vrstih
tijela dijeli se na: statiku krutih tijela (stereostatika), statiku elasti¢nih
tijela (elastostatika) i statiku plasti¢nih tijela (plastostatika).
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U statiku se moze ukljuéiti i nauka o odnosima izmedu prostora i mase
— takozvana geometrija masa. To je dio statike koji se bavi odredivanjem
polozaja teziSta materijalnih tijela i njihovih statickih momenata,
momenata inercije itd.

2.2 Osnovni pojmovi u statici

Da bi kvalitetno mogli pratiti izlaganje materije i rjeSavati odredene
probleme iz statike, potrebno je da se prvo upoznamo sa nekim
osnovnim pojmovima, kao Sto su: sila, sistem sila, sistem tijela itd.

Sila. U poglavlju 1.3 veé smo definisali pojam sile i napravili
odgovarajuc¢u klasifikaciju sila. Ocigledno je da se u mehanici
susrecemo sa raznim vrstama sila. Medutim, sve te sile imaju odredena
zajednicka obiljezja, koja se mogu uociti na slici 2.1.a. Za silu F
kazemo da je potpuno odredena ako su poznate njene karakteristike:
intenzitet (apsolutna veli¢ina), pravac, smjer i napadna tacka (hvatiSte)
A. Ocigledno je da navedene karakteristike predstavljaju obiljezja
vektorskih velicina. Dakle, za silu mozemo reci da je vektorska veli¢ina.
Napadna tacka ili hvatiste sile je tacka u kojoj se prenosi djelovanje sile
na tijelo. Intenzitet pravac i smjer sile u prostoru odreden je njenim

trima pravouglima komponentama. Tako je na primjer sila F,
prikazana na slici 2.1.b, odredena komponentama Fx,ﬁ‘y ,FZ.

Smjer

Hvatiste

Pravac

Intenzitet
(veli¢ina)sile

a) b)
Slika 2.1 Sila kao vektorska velicina

Pravac i smjer sile mozemo definisati kao pravac i smjer pravolinijskog
kretanja kojim bi se kretalo slobodno tijelo, kada bi ta sila djelovala na
njega. Na primjer sila teze ima pravac paralelan vertikalnoj z osi i

usmjerena je prema dolje. Sila F u uzetu AB, na slici 2.1.a, &iji je jedan
kraj vezan za tijelo u tacki A, djeluje u pravcu AB i ima smjer od A

prema B. Pravac duz kojeg djeluje neka sila F u jednom ili drugom
smjeru zove se pravac ili linija djelovanja sile. Intenzitet sile |F‘| =F

odreduje se poredenjem sile F sa silom koja je uzeta za jedinicu.

djelovanja sile
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Osnovna jedinica za mjerenje intenziteta sile je newton (njutn). Newton
(N) je sila koja masi od 1 kilograma daje ubrzanje od 1 m/s2,
(IN=1kg1lm/s?2=1kgm/s?),

Pri proucavanju djelovanja sila na tijelo, obi¢no se sluzimo pravouglim
koordinatnim sistemom (slika 2.1.b), i odredujemo polozaj napadne

tacke (hvatista) A sile F pomocéu vektora polozaja 7, odnosno pomocéu
projekcija X, Y i Z, vektora 7 na ose koordinatnog sistema. U tom

sluéaju sila F, kao vektorska veli¢ina, odredena je ako je poznat njen
intenzitet |17“| =F i tri ugla, koje vektor F zatvara sa pozitivnim

smjerovima koordinatnih osa.

Projekcije vektora F na koordinatne ose odredene su relacijama:

X = Fx = F COS Q) ettt (2.1
Y = Fy=F COS [t (2.2))
A e L <o T PP (2.3.)

Intenzitet sile F izratunavamo na osnovu intenziteta komponenti
pomocu poznate relacije:

F=|F| = VX7 Y7 427, (2.4

a pravac djelovanja pomocu relacija:

cosazi, ................................................................................... (2.5))
F
Y

e T PP PTPPOPPPPPPPTR 2.6

cos f 7 ( )
Z

e PSPPI 2.7.

cos y =4 (2.7.)

U praksi se intenzitet sile najceSée mjeri dinamometrima ili vagom.

Sistem sila. Sistem sila definiSemo kao skup sila koje djeluju na neko
tijelo.

UravnotezZeni sistem sila. Uravnotezeni sistem sila je onaj pri ¢ijem
dejstvu tijelo ili sistem tijela se nalazi u ravnotezi (ne krece se, odnosno
miruje).

Sistem tijela. Sistem tijela predstavlja skup materijalnih tijela koja
uzajamno djeluju jedno na drugo, tako da ravnoteza bilo kojeg tijela
zavisi od dejstva drugih tijela. Sile medusobnog djelovanja tijela unutar
sistema nazivamo unutrasnjim, a sile koje poticu od tijela van sistema
nazivamo spoljasnjim silama sistema.




18)

STATIKA

Slobodno tijelo. Pod slobodnim tijelom podrazumijevamo tijelo koje nije
vezano za druga tijela i moze da zauzme bilo koji polozaj u prostoru
(npr. hitac u zraku).

Vezano tijelo. Za neko tijelo kazemo da je vezano ako je njegovo
pomjeranje u prostoru ograni¢eno drugim tijelima.

Ekvivalentni sistem sila. Ekvivalentni sistem sila je onaj koji moze
zamijeniti posmatrani sistem sila, koji djeluje na tijelo, a da se pri tom
dejstvo na tijelo ne promijeni.

Rezultanta sila. Rezultanta datog sistema sila je sila koja je evivalentna
posmatranom sistemu sila, odnosno ona zamjenjuje dejstvo svih tih sila
na kruto tijelo.

Uravnotezavajuéa sila. Uravnotezavajuca sila je sila koja je jednaka
rezultanti po intenzitetu i pravcu, a suprotnog je smjera.

Koncentrisana sila. Koncentrisana sila je sila koja djeluje u jednoj
tacki tijela (ako se moze smatrati da se mehanicko dejstvo prenosi u
tacku).

Kontinuirana sila. Kontinuirana sila je sila ¢ije se dejstvo prenosi na
viSe tacaka tijela kontinuirano (po duzini, povrsini ili volumenu datog
tijela).

Apsolutno kruto tijelo. Apsolutno kruto ili kruto tijelo mozemo
definisati kao tijelo kod koga se pri mehani¢kom dejstvu drugih tijela,
ne mijenja rastojanje izmedu bilo koje dvije njegove tacke.

Materijalna tacka. Pojam materijalne tacke definisali smo takoder u
poglavlju 1.1, znamo da pod tim pojmom podrazumijevamo materijalno
tijelo ¢ije su dimenzije zanemarive.

Princip solidifikacije. Poznato nam je da prirodno ¢vrsta tijela nisu
apsolutno ¢vrsta (kruta) i da se radi toga ona pod djelovanjem vanjskih
sila deformiSu. Kada se takvo, deformisano tijelo nalazi u stanju
mirovanja, za vanjske sile, koje na to tijelo djeluju, vrijede isti uslovi
ravnoteze kao i za sile koje djeluju na kruto tijelo. Ako se prirodno
¢vrsto tijelo nalazi u polozaju ravnoteze, ono ¢e ostati u ravnotezi i u
sluéaju kada bi cijelo tijelo ili bilo koji njegov dio postao krut. Navedeno
predstavlja takozvani princip solidifikacije ili ukrucéivanja. Prema tome,
sva prirodna ¢vrsta tijela, kada miruju, mozemo pri proucavanju
ravnoteze sila koje na njih djeluju smatrati krutim tijelima. To vazi i za
fluide, odnosno tekucéine i plinove s tim da moramo uvesti i neke
dopunske uslove ravnoteze.

2.3. Aksiomi statike

Rije¢ aksiom potice od grcke rije¢i axioma koja ima viSestruko znacenje:
ugled, autoritet sam po sebi, sama sobom vidljiva naucna istina,
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oCigledna istina, nedokaziva istina, istina koja se ne moze dokazati itd.
Shodno navedenom i u statici postoje ocigledne istine koje su nastale
kao rezultat iskustva i dugotrajnog eksperimentisanja, ispitivanja i
opazanja. Te istine definisane su kao aksiomi statike i usvajaju se bez
matematickih  dokaza. Aksiomi  statike  izracunavaju neke
fundamentalne odnose u vezi sa ravnotezom tijela.

Prvi aksiom: Slobodno kruto tijelo na koje djeluje dvije sile, F, i F,,
bice u ravnotezi pod dejstvom tih sila samo ako djeluju duz iste
napadne linije (nalaze se na istom pravcu), imaju isti intenzitet (F1 = Fa),
a suprotnog su smjera, slika 2.2.

Slika 2.2. Uravnotezeno djelovanje dviju sila na slobodno kruto tijelo

Drugi aksiom: Dejstvo datog sistema sila na kruto tijelo nece se
promijeniti, ako se datom sistemu doda ili oduzme uravnotezeni sistem
sila.

Kao posljedica prvog i drugog aksioma proizlazi konstatacija da silu
koja djeluje na kruto tijelo mozemo pomjerati duz napadne linije, a da
se pri tom njezino dejstvo na tijelo ne promjeni, slika 2.3.
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Slika 2.3. Dodavanje uravnotezenog sistema sila postojeem sistemu

Ako na kruto tijelo djeluje sila F u tacki A, na osnovu drugog aksioma,
u tacki B mozemo dodati uravnotezeni sistem sila, a pri tome ukupno
dejstvo sila na sistem nece biti promjenjeno. Na osnovu prvog aksioma,

sila F u tackama A i B moze se ukloniti, tako da ostaje samo sila F u
tacki B, slika 2.3. Ova konstatacija o pomjeranju sile duz napadne linije
vazi samo za kruto tijelo, dok se za deformabilno tijelo ovaj stav ne bi
mogao prihvatiti.

Treéi aksiom: Rezultanta dvije sile koje djeluju na tijelo u jednoj tacki,
odredena je dijagonalom paralelograma, konstruisanog nad silama kao
njegovim stranicama, slika 2.4.

F) Jr

Slika 2.4. Definisanje rezultante sila primjenom paralelograma sila

Drugi postupak za odredivanje rezultante dvije sile koje djeluju u jednoj
tacki svodi se na, takozvano, pravilo trougla sila, slika 2.5.
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Slika 2.5. Definisanje rezultante sila primjenom pravila trougla sila

Na kraj sile 1:“1 , nanosi se sila 132, a vektor koji spaja pocetak sile 13‘1 i
kraj sile F,, pretstavlja rezultantu F, sila F, i F,.

Pored ove dvije graficke metode, za odredivanje rezultante sila koristi se
i analiticka metoda. Primjenom kosinusne teoreme, prema slici 2.5,
intenzitet rezultante odreden je sljede¢im izrazom:

Fp = F2 4 F2 4+ 2F,F) COS @  cvovueueieeeeiieeieieeieeeeeieeeieie e (2.8

Cetvrti aksiom: Nastao je iz treéeg zakona mehanike i glasi: Sile sa
kojim dva tijela djeluju jedno na drugo jednake su po intenzitetu i
pravcu, a usmjerene su suprotno, slika 2.6.

Slika 2.6. Djelovanje uravnotezenog sistema dvije sile suprotnog smjera

Kod ovih razmatranja posmatramo samo spoljaSnje sile, poSto su
unutrasnje sile izmedu djelica krutog tijela medusobno uravnotezene.

Peti aksiom: Ako se deformabilno tijelo nalazi u ravnotezi, ravnotezno
stanje ¢e se zadrzati, ako to tijelo postane kruto (princip solidifikacije).

Sesti aksiom (aksiom o vezama): Za neko tijelo kazemo da je vezano
ako je njegovo pomjeranje u prostoru ograni¢eno drugim tijelima. Svako
vezano tijelo moze se posmatrati kao slobodno (tijelo ¢ije pomjeranje u
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prostoru nije ogranic¢eno drugim tijelima), ako se uklone veze i njihov
utjecaj na tijelo zamjeni odgovarajuéim silama — reakcijama veze, slika

2.7,
A E“_“_j_a&k_._,_ > — &._%B

a ;[ g M
é_|___%_ _____ j%%f

=

Slika 2.7. Vezano tijelo

2.4. Veze, vrste veza i njihove reakcije

Vezama nazivamo mehanicka ili fizicka tijela koja ogranic¢avaju slobodu
kretanja materijalne tacke (tijela) ili sistema materijalnih tacaka (tijela).
U okviru statike, veze predstavljaju razli¢ita tijela koja su na odredeni
nacin vezana s posmatranim materijalnim tijelom ili sistemom i koja
ogranicavaju slobodu kretanja istih.

Ako vezama ograniCavamo promjene polozaja materijalnog tijela
(sistema) u prostoru, veze su geometrijske, a ako se postave ogranicenja
i na kinematicke elemente (npr. brzinu) veze su kinematicke.

Veze mogu Dbiti postojane ili nepostojane. Postojane veze
podrazumijevaju nemogucénost odvajanja materijalne tacke ili tijela od
veze (npr. kliza¢ na vodici). Nepostojane veze dozvoljavaju moguénost
odvajanja materijalne tacke ili tijela, odredenim pomakom, od veze (npr.
knjigu na stolu mozemo premjeStati po povrSini stola ne prekidajudi
vezu, ali knjigu mozZemo i podiéi sa povrSine stola ¢ime se veza prekida).

Zavisno od vremena, veze mogu biti stacionarne (skleronomne) ili
nestacionarne (reonomne). Stacionarne veze su veze nezavisne o
vremenu, a nestacionarne veze su veze zavisne o vremenu. Na primjer:
kretanje ¢ovjeka po palubi nepokretnog broda predstavlja stacionarnu
vezu, a ako bi se brod kretao veza bi bila nestacionarna.

Veze se mogu definisati kao unutrasSnje i vanjske veze sistema.
Unutrasnje veze sistema postavljaju ograni¢enja samo u pogledu
medusobnog polozaja sastavnih dijelova sistema, a posmatrajuéi sistem
kao cjelinu, one ne sprecavaju njegov slobodni pomak. U suprotnom
slucaju, veze su vanjske. Dakle, ako ulogu veza vrSe tijela koja
pripadaju posmatranom sistemu, onda se ispoljava djelovanje
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unutra$njih veza, i obratno. Ako u okviru materijalnog sistema
dominiraju samo unutrasnje veze tada se on naziva slobodnim.

Kada bi sistem bio slobodan, djelovanje veza bi se oc¢itovalo u tome Sto
bi one sprecavale odnosno mijenjale kretanje koje bi prilozene vanjske
sile izazivale. Mozemo smatrati da veze proizvode isto djelovanje kao i
sile pa se zbog toga u mehanici djelovanje veza zamjenjuje silama koje
nazivamo reakcijama veza. Dakle, djelovanje veza svodi se na sile-
reakcije veza koje ove proizvode. Na osnovu navedenog mozemo
zakljuciti da pri odredivanju ravnoteze neslobodne materijalne tacke ili
tijela, veze treba zamljeniti njihovim reakcijama, to jest osloboditi tacku,
odnosno tijelo njihovih veza. Drugim rije¢ima ako silama koje djeluju na
materijalnu tacku ili tijelo dodamo reakcije veza mozemo posmatrani
materijalni sistem smatrati slobodnim.

Medutim, treba imati u vidu da se reakcije veza razlikuju od obi¢nih
sila, prvenstveno zbog toga §to reakcije veza nisu odredene samom
vezom, nego zavise od sila koje djeluju na sistem kao i od kretanja
sistema. Obic¢ne sile, naprotiv, ne zavise od drugih sila niti od kretanja
sistema. Osim toga djelovanje obiénih sila moze izazvati kretanje
sistema, dok reakcije veza ne mogu izazvati nikakvo kretanje. Zbog toga
reakcije veza nazivamo pasivnim silama, dok su obi¢ne sile aktivne.

U vecini slucajeva reakcije veza su nepoznate kako po pravcu i smjeru
djelovanja tako i po intenzitetu. Razmotrit ¢emo nekoliko jednostavnijih
sluc¢ajeva veza kada mozemo odrediti pravac reakcije.

1. Veza ostvarena pomocu uzeta, lanca i sl. Reakcija ima pravac ose
zategnutog uzeta, lanca i sl (slika 2.8). Takve veze mogu prenositi samo
sile zatezanja, to jest sile koje nastoje prouzrokovati naprezanje na
zatezanje tih elemenata.

F,
F,

o

a)

Slika 2.8. Veza ostvarena pomocu uzeta, lanca ili na slican nacin

2. Veza ostvarena pomocéu krutog Stapa zanemarive tezZine. U
sluéaju veze ostvarene pomocu krutog Stapa zanemarive tezine i uz
zanemareno trenje u zglobovima Stapa, reakcija Stapa ima pravac
njegove uzduzne ose, odnosno pravac koji spaja njegove krajnje tacke
(slika 2.9). Takva veza moze prenositi sile zatezanja i pritiska.
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a) b)

Slika 2.9. Veza ostvarena pomodu krutog Stapa zanemarive tezine

3. Glatka povrsina. U slucaju kada materijalna tacka ili tijelo moze da
klizi po nepomicnoj povrsSini tijela ili materijalnoj liniji bez trenja,
reakcija veze ima pravac okomit na povrsinu ili liniju, ili taénije pravac
okomit na tangencijalnu ravan kroz dodirnu tacku (slika 2.10.a). Ako
povrsina tijela ili materijalna linija mogu kliziti bez trenja po nepomicénoj
tacki ili tijelu, odnosno ako se u stanju mirovanja na njih oslanjaju,
pravac reakcije veze okomit je na pomic¢nu povrsinu ili materijalnu liniju
(slika 2.10.b).

a) b)
Slika 2.10. Glatka pouvrsina kao veza

4. Cilindriéni zglob, cilindricni lezaj. U slucaju veze pomocu
cilindriénog zgloba ili cilindri¢nog lezaja, pravac reakcije je, zanemarimo
li trenje, okomit na osu zgloba, odnosno lezaja (slika 2.11). Ako je veza
ostvarena pomocu nepomicnog cilindriénog zgloba, pravac reakcije je
nepoznat, odnosno to moze biti bilo koji pravac okomit na osu zgloba,
Sto zavisi od polozaja vezanog tijela i sila koje na njega djeluju. Tipican
primjer takve veze je nepomicni oslonac nosaca (punih linijskih,
reSetkastih, okvirnih i dr.). Obiéno se reakcija cilindricnog zgloba ili
lezaja, radi lakSeg izu¢avanja problema razlaze u dvije komponente.
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Slika 2.11. Cilindricni zglob ili lezaj kao veza

5. Sferni zglob, sferni lezaj. Veza pomocu sfernog zgloba ili lezaja ne
dozvoljava pomjeranje ni u jednom pravcu (slika 2.12). Jedino je
moguca rotacija tijela oko bilo koje ose koja prolazi kroz nepomi¢nu
tacku O. Reakcija ove veze odredena je trima medusobno okomitim
komponentama, ¢iji je pravac, smjer i intenzitet ovisan o silama koje
djeluju na tijelo.

z
z N z

F,

Slika 2.12. Sferni zglob ili lezaj kao veza

6. Ukljestenje. Otpor ukljeStenja kao veze svodi se na silu i moment
sprega sila (moment ukljeStenja). Za sistem u ravni, sila i moment kao
reakcije na djelovanje spoljasSnjeg opterecenja, leze u ravni dejstva sila
koje predstavljaju spoljasnje opterecenje (slika 2.13). Obi¢no se reakcija
ove veze, radi jednostavnijeg izuCavanja problema, razlaze na
komponente. Ako se radi o ravanskom sistemu sila onda se sila razlaze
na dvije komponente, a ako se radi o prostornom sistemu sila onda i
silu i moment razlazemo na komponente.
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Slika 2.13. Ukljestenje kao veza

Za razliku od navedenih veza koje zbog zanemarivanja odredenih
karakteristika, kao §to su trenje ili sopstvena tezina, nazivamo idealnim
vezama, u stvarnosti su to veze kod kojih se javlja i trenje. U tom
sluéaju se ukupna reakcija definiSe preko komponente normalne i
tangencijalne reakcije. Tangencijalna komponenta reakcije lezi u
tangencijalnoj ravni postavljenoj kroz tacku, liniju ili povrSinu dodira
dva tijela i naziva se silom trenja. Primjer takve veze prikazan je na slici
2.14.

Slika 2.14. Reakcija veze razlozena na normalnu i tangencijalnu
komponentu — realna veza

Iz navedenog se moze zakljuciti da je reakcija veze uvijek usmjerena
suprotno pravcu i smjeru kretanja tijela.
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) siLA

3.1 Definicija sistema suceljnih sila

Sistem suceljnih sila definiSemo kao sistem sila koje djeluju na tijelo u
jednoj tacki ili u razli¢itim tackama krutog tijela, pri ¢emu mora biti
zadovoljen uvjet da se produzene napadne linije tih sila sijeku u jednoj
tacki. Ako sve sile koje djeluju na tijelo leze u jednoj ravni onda
govorimo o ravanskom sistemu suceljnih sila, slika 3.1a, ako suceljne
sile, koje djeluju na tijelo, ne leze u istoj ravni onda govorimo o
prostornom sistemu suceljnih sila, slika 3.1b. Kao specijalan slucaj
ravanskog sistema suceljnih sila je sistem kolinearnih sila, slika 3.1c.

Slika 3.1 Suceljni sistem sila

Odredivanje rezultante, njezinog pravca, smjera i intenziteta analitickim
i grafickim putem za suceljni sistem sila, ve¢ je prezentirano u
prethodnim poglavljima. Ukoliko imamo viSe sila njihovu rezultantu
najjednostavnije mozemo odrediti vektorskim sabiranjem svih
komponenti sila.

Fy

Il
STl

b By A E e (3.1)

=3

F,

[
e
D

I
—_




STATIKA

3.1.1 Geometrijski uvjeti ravnoteze sistema suceljnih
sila
Da bi sistem suceljnih sila koje djeluju na jedno tijelo bio u ravnotezi

potreban i dovoljan uslov je da vektorski zbir svih sila bude jednak nuli,
slika 3.2.

Slika 3.2 Uravnotezeni sistem suceljnih sila

Sile 13‘1 i 13‘2 djeluju na prikazano materijalno tijelo. Dodavanjem ovom

sistemu sile - F‘R, sistem suceljnih sila postaje uravnotezen, odnosno:
B4 By +(=Fr ) =0 oo (3.3)

Ukoliko na kruto tijelo djeluju tri suceljne sile u tom slucaju potreban i
dovoljan uslov za ravnotezu sistema sila je da trougao koje formiraju
ove sile bude zatvoren, slika 3.3. Ako je ispunjen ovaj uslov onda je
njihova rezultanta jednaka nuli, pa se zadatak svodi na osnovnu
postavku o ravnotezi suceljnih sila.

Slika 3.3 Uravnotezeni sistem tri suceljne sile

3.2 Razlaganje sila na komponente

Razloziti silu na komponente (dvije ili viSe) znaci naci suceljne sile za
koje je zadata sila rezultanta.

Ako posmatramo postavljeni zadatak u ravni, tada zadatu silu
F mozemo razloziti na komponente samo u slijedeca Getiri slucaja:
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a) Ako su zadani pravci razlaganja sile

Ako su poznati pravci AB i AC, silu F mozemo razloziti po pravilu
paralelograma na komponente 1’3‘1 i 13‘2, slika 3.4.

Slika 3.4 Razlaganje sile na komponente primjenom
pravila paralelograma sila

b) Ako je zadat intenzitet komponenti

U ovom sluc¢aju postupamo na isti na¢in kao kod konstrukcije trougla,
kada su poznate veliCine sve tri stranice. Dakle u ovom sluc¢aju nad
datom silom konstruiS§emo trougao sila, pri tome se vrh rezultante mora
suceljavati sa vrhom jedne od komponenti.

c) Ako je poznat pravac jedne komponente i intenzitet druge
komponente

Isto tako i ovaj zadatak se rjeSava konstrukcijom trougla, tako Sto se od
pocetka date sile F povuce pravac zadate komponente, a §estarom se iz
kraja sile F opi$e kruznica &iji polupreénik odgovara intenzitetu druge
komponente. Presjekom ove kruzZnice sa zadatim pravcem odreduje se
velic¢ina, pravac i smjer obje komponente na koje se razlaze sila F.

d) Ako je zadat pravac, smjer i intenzitet jedne komponente

U ovom slucaju, primjenom pravila o paralelogramu sila, bez ikakvih

problema moze se zadata sila F razloziti na pripadajuée komponente,
posto je jedna od komponenti potpuno definisana.

U konkretnom slu¢aju kod rjeSavanja zadataka, odnosno postavljenih
problema suceljnih sila u ravni, moguce je odrediti najviSe dvije
nepoznate komponente, odnosno reakcije veza, slika 3.5. Ovo proizilazi
iz pravila o trouglu sila.
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Slika 3.5 Razlaganje sila poznatog pravca, smjera i intenziteta na
komponente u konkretnim slucajevima djelovanja suceljnog sistema sila

U oba zadatka, slika 3.5a i 3.5b prvo su definisane reakcije veza, a
zatim je izvrSeno slaganje komponentnih sila u zatvoreni poligon-
trougao, ¢ime je potvrden uslov ravnoteze.

3.3 Projekcije sile na osu i na ravan

Sila F, kao vektorska veli¢ina, moze se rastaviti na komponente,

odnosno moze se projektovati na osu ili na ravan. Projekcija sile F' na
osu je skalarna veli¢ina, slika 3.6.

F - sila
i - jediniéni vektor
X=Fx—projekcija sile F na osu Ox

(skalarna veli¢ina)

Slika 3.6 Projekcija sile na osu

Ortogonalna projekcija sile F na osu Ox odredena je duzinom A'B',
koja moze biti pozitivna, negativna i jednaka nuli; zavisno od polozaja i

orijentacije ose Ox u odnosu na silu F .
A'B'= X = Fx= FCOS (uutuuiiuiiiiiiiee et e e (3.4)

Ova konstatacija je proistekla iz vektorske algebre gdje projekciju sile F
na osu Ox definiSemo skalarnim proizvodom vektora F i jedini¢nog
vektora i .
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(13‘{) :|13‘| mcos < (15‘,{) .............................................................. (3.9)

Kako je vektor i jedini¢ni vektor, a ugao izmedu vektora Fi vektora

i je o, to imamo da je:
(ﬁf):F-l-cos A =F COS (uieuiuiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii i (3.6)
Medutim kod projekcije sile F na ravan, slika 3.7, gornja konstatacija

ne vazi. Projekcija sile F na ravan je vektorska veli¢ina i u ovom sluc¢aju

oznacena je sa F, .

Slika 3.7 Projekcija sile na ravan

Ako silu F“xy projektujemo na pripadajuce ose Ox i Oy, prema izrazu
(3.6), projekcije X = Fxi Y = Fy bice skalarne veli¢ine odredene sljedeé¢im
izrazima:

X =Fx=FxyCOS 0 =F COS (0 COS (D) «ervueuneniuiniininiiiniiiiiiniiieieeiaenenes (3.7)
Y=Fy=FiySIN @ =F COS Q@ SN (. eevneniniiiniiiiiiiiiii e (3.8)

3.4 Analiticki nacin definisanja sile

Na osnovu poznavanja samo projekcije sile F na jednu osu, na primjer
osu Ox, ne mozemo jednoznac¢no odrediti vrijednost te sile. Naime, to
proizilazi iz konstatacije da veci broj sila razli¢itog pravca i razli¢itog
intenziteta moze imati istu projekciju na datu osu, slika 3.8a.
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Slika 3.8 Projekcija sile na ose
pravokutnog koordinatnog sistema u ravni

Prema tome, za jednoznaéno odredivanje sile F moramo poznavati
njezine dvije projekcije slika 3.8b (slucaj da sila djeluje u ravni). Prema

slici 3.8b, sila F definisana je paralelogramom konstruisanim nad
projekcijama Fx i Fy. Intenzitet sile F odreden je slijede¢im izrazom:

F=|F| = JF2 4+ F} = VX7 4 Y% i (3.9)

Polozaj pravca napadne linije sile F u ravni Oxy odreden je uglom a
koji je definisan izrazima:

F,
cosa =—= = = X ) ettt ettt ettt et a e enns (3.10)
F o JF2+F X +y?
R, F,
sina =% C L (3.11)

F o[+ x* <Y’

U slucaju da sila F ne lezi u jednoj ravni, to je za njeno definisanje
pravca, smjera i intenziteta u Dekartovom koordinatnom sistemu
neophodno poznavati tri komponente, slika 3.9.
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Slika 3.9 Razlaganje sile na tri komponente

FfE,Fy =£in —ae su ortogonalne projekcije sile F na ose
koordinatnog sistema Oxyz.

U ovom slucaju intenzitet sile F je:

F=|F|=F 4 F} + B} = X2 4 Y2 4 2% i, (3.12)
a pravac sile F je definisan uglovima o, B, y.
X HH Fx
COSa =—= Ili @ =AICCOS| — | ittt eaeenes (3.13)
F F
FU Yy
cos f = 7 i [ =arCCOS| — | ceiriiiiiiiiinie e (3.14)
F, F,
cosy=—= ili y=arccos (FZJ .................................................... (3.15)
pri tome je:
COS” @ +COS” B+COS” ¥ =1 oiiiiiiiiiiiiiiieee e (3.16)

3.5 Analiticki uslovi ravnoteze sistema
suceljnih sila

Da bi sistem suceljnih sila bio u ravnotezi, potreban i dovoljan uslov je
da rezultanta sistema bude jednaka nuli.

a) Slucaj ravnog sistema suceljnih sila

Ravnoteza ravnog sistema suceljnih sila odredena je izrazima:

D0 T N (3.17)
i=1
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|F| = Z;|F| = \/(Z;FJQ +(§Fyijg 20 e (3.19)

b) Sluc¢aj prostornog sistema suceljnih sila

Ravnoteza prostornog sistema suceljnih sila odredena je izrazima:

3 Fy = 0 e (3.20)
i=1

|F| = Z|F| = \/(ZFJQ +(ZH:FyiJ2 +(2inj2 =0 e, (3.23)

Primjena izlozenih teoretskih razmatranja prezentirana je na sljedeéim
primjeri.
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Primjeri:

Zadatak 3.1. Za dati sistem
suceljnih sila, prikazan na slici
3.10, analiticki i graficki
odrediti rezultantu ako je:
F;=100 N, F»=200 N, F3=320 N,
F4=450 N, 0L1=450, 0(2=1200,
a3=2109, 04=3000.

Rjesenje:

a) Analiticko rjeSenje

Projekcije datih sila na ose

koordinatnog sistema xOy

definisane su izrazima: Slika 3.10 Suceljni sistem sila u ravni
koji djeluje na tacku M

-o0sa x
X1 = Fy cos a1= 100-cos 45° = 100-0,7071 X1=70,71 N
X2 = F» cos a2 = 200-cos 120° = 200:(-0,5) X2 =-100 N
Xz = F3 cos az = 320-cos 210° = 320-(-0,8660) X3 =-277,12 N
X4 = F4 cos a4 = 450-cos 300° = 300-0,5 X4=225N
-osay
Y1 = Fy sin a; = 100-sin 45° = 100-0,7071 Y1 =70,71 N
Ys = F; sin az = 200-sin 120° = 200-0,8660 Y>=173,20 N
Ys = F3 sin a3 = 320-sin 210° = 320-(-0,5) Y3=-160 N
Ys = F, cos a4 = 450-sin 300° = 450-(-0,8660) Y4 =-389,70 N

Komponente rezultante datog sistema suceljnih sila definisane su
izrazima:

X5 =Z4:Xi =X +X,+X;+X,=70,71-100-277,12 + 225
Xg :fél,41 N
Y, = iYi =Y, +Y,+Y,+Y, =70,71+173,20-160 - 389,70
Y, :1—2505,79 N

Intenzitet rezultujuce sile definisan je izrazom:

Fo =Xi+Y; F,=(-8141) +(-305,78) F, =316,44 N
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S obzirom da je Xg < 0 i Yr < O, rezultujuca sila Fr nalazi se u treéem
kvadrantu, a njen pravac odreden je izrazima:

S X ~81,41
Cosa'R:cos(l,FR):F—R CosaR:%
R )

ap =180° + aj, = 180° +arccos (0,257) = 255,09° = 255°54"

=-0,257

a) Graficko rjesenje:

Da bi zadatak rje§ili graficki, prvo moramo usvojiti razmjeru za silu,
naprimjer Ur = 100 N/1 cm, a zatim na osnovu plana polozaja (slika
3.11a) nacrtati plan sila nadovezujuéi redom sile F,,F,,F, i F, kako je
prikazano na slici 3.11b.

y _ 100N

F

lcm
ab=c'c=F /U,=1 cm
bc=ac'=F,/U, =2 cm
cd=F, /U, =3,2 cm
de=F,/U,=4,5 cm

a) Plan polozaja

b) Plan sila
Slika 3.11 Graficko rjeSenje zadatka 3. 1.

Rezultanta F,, datog sistema suceljnih sila, definisana je duzinom ae u
okviru plana sila. Intenzitet rezultujuce sile definisan je izrazom:
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— 100N
F,=ae-U, F,=3,15cm

F, =315N~316,44N
lcm

a pravac i smjer definisani su na osnovu plana sila (slika 3.11b).
Komponente rezultante F, prema istoj slici odredene su duzima
E i E, na osnovu cega slijedi:

100N

X, =fe-U, Xp,=0,8cm—— X,=80N=~8141lN
lcm

100N
lcm

Y, =af -U, Y, =3,05cm Y, = 305N ~ 305,79N

Istu rezultantu F, dobili bi bez obzira na red nanosenja sila u poligonu,
Sto je prikazano na slici 3.11b, isprekidanom linijom (redoslijed
nanosenja sila F,,F,,F, i F,).

Zadatak smo graficki mogli rijeSiti i na drugi nacin. Na slici 3.11a,
prikazano je rjeSenje pomocu paralelograma sila. Sa slike je oc¢ito da je:
Fris = Fl +F, 4>

Fros = F, + F;,

Fr = Fryg + Fros-

Zadatak 3.2. Za dati sistem
kolinearnih sila, koje djeluju na
tijello M u tacki A, analiticki i
graficki odrediti rezultujucu silu
F, ako je: F; = 150 N, F, = 200 N

i F3 =300 N.
Rjesenje: Slika 3.12 Djelovanje kolinearnog
a) Analiti¢ko rjeSenje sistema sila na tjjelo M

Za usvojenu osu x prema slici 3.13, intenzitet rezultujuce sile F,
mozemo izracunati na osnovu izraza:

3
Fp=X,=> X =X +X,+X,=Fcosa, +F,cosa, +F, cosa,

i=1

F, = F, cos180° + F, cos 0° + F; cos 0° = -F, +F, + F,
F, =-150+200+300=350N
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Slika 3.13 Djelovanje kolinearnog sistema sila duz ose x

Pravac rezultante ﬁ‘R je definisan osom x odnosno poklapa se sa
pravcima sila F,,F, i F, , a smjer odgovara pozitivnom smjeru ose x.
Napadna tacka rezultante F“R je tacka A.

b) Graficko rjesenje

— (11 — —
0 F1mF2 F3 X
A

T (122(1320
' 100N
a) Plan polozaja Up = Tom
}7; 14?3 ﬂ) =F,/U,=2cm
7 — bc=F, /U, =3cm
Al F Fs R cd=F /U, =1,5cm
a — €
b Fr |d _,
R F1
b) Plan sila

Slika 3.14 Graficko rjeSenje zadatka 3.2.
Na osnovu usvojene razmjene za silu Ur = 100 N/1 cm i plana polozaja
(slika 3.14a), crtamo plan sila (slika 3.14b), u razmjeri, crtajudi sile
redom F,,F, i F, , na osnovu ¢ega spajajudi pocetak prve sile F, i kraj
posljednje sile 1:“1 , sa smjerom ka kraju posljednje sile, dobijamo

rezultantu F, Giji je intenzitet definisan izrazom:

100N
lcm

F,=ad-U, F,=3,5cm F, =350N
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Zadatak 3.3. Zrac¢ni balon sfernog
oblika i precnika D=2«/§ m,
napunjen helijem, koristi se za
mjerenje brzine vjetra. Balon je
vezan za tlo pomocu uzeta AB
zanemarljive tezine 1 duzine
L =492 m. Pod dejstvom vjetra
balon se pomjeri tako da mu je
rastojanje od tla OC=h = 50 m.
Odrediti silu u uzetu i silu vjetra,

AALAAAAAAAA

ako je ukupna tezina balona G =

1,85 N i ako na balon djeluje sila
potiska intenziteta F, = 6,3 N.
Smatrati da je sila vjetra
horizontalna.

Rjesenje:

a) Analiticko rjeSenje

Neka je F sila kojom vjetar djeluje na
balon, a F,sila u uzetu. Ako zamislimo
da smo uklonili uze, a njegov uticaj
zamijenili silom F,, onda se balon A

nalazi u ravnotezi pod dejstvom cetiri sile,
koje djeluju u istoj ravni i sijeku se u
jednoj tacki, tacki O (slika 3.16). Dakle
imamo ravanski sistem suceljnih sila.

Stati¢ki wuslovi ravnoteze za usvojeni

koordinatni sistem, prema slici,
definisani su jedna¢inama:
>2X=0

F—FucoS =0 iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieienns

>Y=0

Fo—G-Fusina=0...cccceiiiiiiiiiiiiiiiinennnnnn.

Ugao o mozemo odrediti pomocu izraza:

a

Slika 3.15 Zraéni balon za
mjerenje brzine vjetra

Slika 3.16 Balon
osloboden veza
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, 50 50 1 V2 2
sina = = = . ===
(49v2++42) 50V2 V2 2 2
a= arcsing. a =45°
Iz jednacine (b) slijedi:
F -G
e, ()
sina

5 _63-185_ 445

- = =6,29 N
sin45 0,70711

Iz jednac¢ine (a) mozemo odrediti silu kojom vjetar djeluje na balon
prema izrazu:

F = Fu e COS Ol tiniininiiiiiiiii e (@)
F=6,29-cos 450 = 6,29 - 0,70711 =4,45 N

b) Graficko rjesenje:

> Q| ®

a) Plan polozaja
b) Plan sila

Slika 3.17 Graficko rjesenje zadatka 3.3

Na osnovu usvojene razmjere za silu Ur= 1 N/cm i plana polozaja (slika
3.17a), crtamo plan sila (slika 3.17b), u razmjeri, crtajuéi prvo poznate

sile G i Fp. Zatim kroz pocetak sile G povlac¢imo pravac nepoznate

sile F

u?

a kroz kraj sile F‘p povlac¢imo pravac nepoznate sile F.
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Presjekom pravaca nepoznatih sila F, i F dobijamo tacku d ¢ime je uz
tacke ai c definisan intezitet tih sila, odnosno slijedi:

F,=da-U, F,=6,29cm IN F, =6,29N
lcm
— IN
F=cd-U, F=4,45cm F =4,45N

lcm

Smjerove odredujemo tako da dobijemo zatvoren plan sila.

Zadatak 3.4. Homogeni cilindar tezine
G = 60 N oslanja se u tacki A na
glatku kosu ravan koja zaklapa ugao
o = 60° u odnosu na horizontalu, a u
tacki B, koja se nalazi na itoj
horizontali sa tackom A, oslanja se na
ispust (slika 3.18). Analiticki i graficki
odrediti reakcije kose ravni i ispusta.

Slika 3.18 Sematski prikaz
L. homogenog cilindra oslonjenog
Rjesenje: na glatke stjenke
a) Analiticko rjeSenje

Na slici 3.19 prikazan je cilindar O
osloboden veza, pri ¢emu je uticaj veza
zamjenjen silama Fa i Fp (reakcijama
veze). Sa slike je vidljivo da na cilindar
djeluje ravanski suceljni sistem sila, za
koje, uz prikazani usvojeni koordinatni
sistem, mozemo definisati staticke
uslove ravnoteze u obliku:

2X=0 (@) (a)

Fysina—F,;sina=0

Slika 3.19 Homogeni cilindar
ZY =0 osloboden veza

Fecosa+ Facosoa- G=0 (b)

Iz jednacine (a) slijedi:

FB SN O = FA SUN Qeeuieniiniiiiiieie ettt @)
odnosno:
FA = FBueiiiiiiee e (o)
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Ako izraz (c) uvrstimo u jednacinu (b) slijedi:

FAacos a+ FBCOS O - G =0 it (d)
odnosno:
G

T o ettt teniaeaeata e eaten st tarantaoareterarentrartatananearas d'

P 2cosa ()

UvrStavanjem brojc¢anih vrijednosti dobijamo:
40
" 2.05

b) Graficko rjesenje

=40N F, =F, = 40N

Na osnovu usvojene razmjere za silu Ur = 10 N/cm i plana polozaja
(slika 3.20a), crtamo plan sila (slika 3.20b), u razmjeri, polaze¢i od

poznate sile G . Zatim kroz pocetak sile G povlacimo pravac nepoznate
sile F,, a kroz kraj sile G povlacimo pravac nepoznate sile F,. Presjek
pravaca a i b defini§e intenzitet sila F, i F,. U ovom sluéaju graficko
rjeSenje je definisano pomocu trokuta sila.

a

a) Plan polozaja b) Plan sila
Slika 3.20 Graficko rjeSenje zadatka 3.4.

Intenzitet sila veze definisan je izrazima:

F, =ca U, FA:4cm10N:40N
lcm
F, =bc-U, FB:4cm10N:4ON

lcm

Smjer sila FA i F, odredujemo na osnovu grafickog uslova ravnoteze iz
koga slijedi da poligon sila mora biti zatvoren.
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Zadatak 3.5. Teret mase m = 150 kg
preko Stapova AB, AC i AD objeSen je
o strop i dva zida, kako je prikazano
na slici 3.21. Veza izmedu S§tapova i
mjesta ucvrSéenja na stropu i
zidovima ostvarena je preko
dinamometara 1, 2 i 3. Na
dinamometru 1 registrovana je sila
inteziteta F: = 850 N. Kolika su
pokazivanja dinamometara 2 i 3.
Tezinu Stapova 1 dinamometara
zanemariti.

Slika 3.21 Teret vezan za strop i
zidove pomocu Stapova

a) Analiticko rjeSenje

Ako sistem oslobodimo veza, uz y
pretpostavku da su Stapovi AB, AC i AD
optereceni na zatezanje, dobit ¢emo ravanski F_‘;
suceljni sistem sila, koje djeluju u tacki A, .

O _,
prikaz'an na slici  3.22. Za 'usvojen% o j >/ F;
koordinatni sistem xOy staticki uslovi 2 L

ravnoteze definisani su jedna¢inama: 0lA 7 X
>X=0 G
F5sin 60° - F>, =0 (@) . o
YY=0 Slika 3.22 Uravnotezeni
F, + F5 cos 60°— G =0 (b) sistem suceljnih sila koji

djeluje u tacki A
Iz jednacéine (b) uz jednac¢inu G = m-g slijedi:
G-F m-g-F

= e sl T TR PPN c
° cos60°  cos60° )
F, - 150-9,81-850 1243 N
0,5
Iz jednacine (a) slijedi:
Fy = F3 SIN B00 ..ot @)

F>,=1243-0,86 = 1076,44 N
b) Graficko rjesenje

Usvajanjem razmjere za silu Ur = 500 N/cm na osnovu plana polozaja
(slika 3.33a), crtamo plan sila (slika 3.33b) crtajuéi prvo poznate sile

E i G. Povlac¢enjem pravca nepoznate sile F‘z iz pocetka sile G, a

pravca nepoznate sile F, kroz kraj sile F, u presjeku dobijamo tacku d,
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koja sa tackama a i c definiSe intenzitet sila F, i F,. Smjer sila F, i F,

slijedi iz uslova da poligon sila mora biti zatvoren.

500 N
Ur = lcm F
y G a 2 d
— ab=—=295cm g
F, Ur ’ .
6 3
_5 —> 00 — F‘l C
‘F‘2 J >/F3 ab:UfF:1,7cm R
0lA 7 x G
C—;’ o
a) Plan polozaja b) Plan sila

Slika 3.23 Graficko rjesSenje zadatka 3.5.

Intezitet sila F, i F, definisan je izrazima:

F,=da-U, F,=2,lcm 5100N F, =1050 N ~1076,44 N
cm

F,=cd-U, F,=2,45cm 5100N F, =1225N~1243 N
cm

Zadatak 3.6. Dizalica ABO odrzava se u ravnotezi pomocu uzeta BC
(slika 3.24). Analiticki i graficki odrediti silu u uzetu kao i veli¢inu,
pravac i smjer reakcije u zglobu O, ako je tezina objeSenog tereta M u

tacki A jednaka G . Dio OB dizalice je vertikalan, a uze BC ima pravac
AB.

Slika 3.24 Sematski prikaz dizalice
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Dati su podaci:
AB=a=2598m, OB=b=20m, AO=c¢=39,93m,G =40kN
i ¢=60° Tezinu dizalice zanemariti.
RjesSenje:
a) Analiticko rjeSenje
Na slici 3.25 prikazana je dizalica oslobodena veza, pri ¢emu je uticaj
veza zamijenjen silama F, i F, (reakcije veze). X, i Y, predstavljaju
komponente sile I:“O. U ovom sluc¢aju veoma je korisno iskoristiti

teoremu o tri sile koja glasi: ako se slobodno kruto tijelo nalazi u
ravnotezi pod dejstvom triju neparalelnih sila, koje leze u jednoj ravni
onda se napadne linije tih sila moraju sjeé¢i u jednoj tacki. Osnovne
postavke teoreme predocCene su na slici 3.25. Sa slike je ocigledno da

imamo tri nepoznate veliCine: F‘O i F, i 8, ili u drugoj varijanti
XO i 170 i F,. Da bi odredili nepoznate veli¢ine potrebno je postaviti tri

jednacine koje definiSu staticke uslove ravnoteze. Za usvojeni
koordinatni sistem xOy uslovi ravnoteze glase:

2X=0
S X0t FBSIN @ = 0 oottt e et (@)
2Y=0
Yo— G- FBCOS @ = 0 iiniiniiniiiiiiiiiii i (b)
>Mo=0

Slika 3.25 Dizalica ABO oslobodena veza
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Iz jednacine (a) slijedi:

XO = FB SITL (0 uuitininenini ettt e e et ans (@)
Xo=51,96-0,86603 = 45 kN

a iz jednacine (b):

YOo= G4 FBCOS @ coeviniiiiiiniiiiiiiiiiiiin e (b"
Yo=40 + 51,96-0,5 = 65,98 kN

Iz jednacine (c) slijedi:

By =Gl o G e d)
n b sin ¢
F, = 40-25,98 =51,96 kN

B = X2 4 Y2 oo, (e)
F, =/45% + 65,08
F, =79,86 kN

a pravac djelovanja reakcije F, definisan je uglom & koji izracunavamo
prema izrazu:

Y,
L 0 = ()
XO
odnosno:
O = ATC Eg = i (g
o
65,08

S =arctg =55,71° ili &=55%42'36"

Zadatak smo mogli rijeSiti i na drugi nacin, odnosno, primjenom
sinusne teoreme. Na osnovu slike 3.25, slijedi:

G F, Fy
sin ¢ sin g sin y

b c a

i = et en )

sina sinf siny

Iz jednacine (h) slijedi:
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e SO )
Sina

By = G e (k)
Sino

Iz jednacine (i) slijedi:

singg ¢

- e (TP 1)
sina b
siny _a (m)
Simg B T

Ako jednacine (1) i (m) uvrstimo u jednacinu (j) i (k) dobijamo:

By = G e (n)
b
F = 403293 _79 go kN
a
FB = GE ........................................................................................... (O)
F, =402298 _51 96 kN,
20

b) Graficko rjeSenje:

Usvojivsi razmjeru za duzinu UL = Sm/1lcm i razmjeru za silu Ur = 20
kN/cm, na osnovu plana polozaja (slika 3.26a), crtamo plan sila (slika
3.26b). Povlacenjem pravca nepoznate sile F, kroz poéetak poznate sile

G, a pravca nepoznate sile F, kroz kraj sile G, u presjeku dobijamo
tacku c koja definiSe trokut sila abc, na osnovu koga su definisani
intenziteti sila F, i F,. Smjer sila F, i F, definiSemo zatvaranjem
poligona, odnosno, trokuta sila. Na planu sila su definisane i
komponente sile F, (trougao acd) povlacenjem pravaca komponenti

X, i Y, kroz kraj, odnosno pocetak sile F,.
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m=a sing

a) Plan polozaja b) Plan sila

Slika 3.26 Graficko rjeSenje zadatka 3.6.

Intezitet sila F, i F, kao i komponenti X, i Y, definisan je izrazima:

— kN
F, =bc-U,, FB:2,6cm20 F, =52 kN
lcm
F,=ca-U,, F, _ 4om 20KN F, =80 kN
lcm
X, =da-U,, x0=2,250m20kN X, =45 kN
lcm
— kN
Y, =cd U, y0:3,30m20 Y, =66 kN
lcm

Zadatak 3.7. Glatka lopta poluprec¢nika
R =1 m i tezine G = 250 N, dodirujuci
vertikalni zid, miruje na horizontalnom
podu (slika 3.27). Kolikom silom F
treba pritiskivati na nju preko grede
visine h = 0,5 m, da bi se lopta malo

izdignula iznad poda? Sva trenja i tezinu ) A o
grede zanemariti. Slika 3.27 Sematski prikaz

sistema lopta-greda

a) Analiticko rjeSenje:

Silu F mozemo odrediti ako dati sistem rastavimo na dva podsistema
(podsistem I-lopta i podsistem II-greda).
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- Lopta

Na slici 3.28 prikazana je lopta O na
koju djeluje ravanski sistem suceljnih
sila G, F. i F,. Prema uslovu
zadatka reakcija poda, odnosno, sila
F, jednaka je nuli. Za usvojeni
koordinatni sistem xOy prema slici
staticki uslovi ravnoteze glase:

2X=0

Fc-cosa-Fg=0 (@) Slika 3.28 Lopta
oslobodena veza

2>Y=0

Fc-sina-G=0. (b)

Iz jednacine (b) slijedi:

a na osnovu jednacine (a) dobijamo:

C(?SCZ =G-ctgoz=i .............................................. (c)
sina tga

F,=F.cosa=G

Prema slici 3.28 ugao o mozemo definisati pomocu izraza:

sina = ,

sina =0,5,

a = arcsin 0,5 = 30°.

Dakle,
= ,G :@ F. =500N
sinaa 0,5
G 250 F, =433,01N

F = =
P tga 0,57735
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- Greda
Uravnotezena greda kao podsistem na 2 C‘
koju djeluju sile F, F, i F, prikazana je y A{”
na slici 3.29. Za usvojeni koordinatni o C
sistem xO'y staticki uslovi ravnoteze o [ X
definisani su jedna¢inama: 0
X=0 —
h) | |7y
F- Fecosa=0 () Slika 3.29 Greda
SY =0 oslobodena veza
Fn- F.sino =0 (f)
F.= Fc (8)
Uvrstivsi jednacinu (g) u jednacinu (e) iz jednacine (e) slijedi:
F= F.COS 0= FCCOS Gluuurrrirreeeeeeaeiiiiiiieeeeeeeeesasnsnsaseeesaeeesesnnsnsseseeeens (h)
Prema slici 3.28:
x R*-(R-h)" 2R h-R’ :
cos a=—= T e (i)
R R R
na osnovu cega je:
J2R h-h? i
F =F, - R 3§)
Na osnovu (b') i (d) slijedi iz (j) da je:
J2R h-h? G 2R h-h?
F=F, = — -
R sina R
......................................... (k)
_G R\2R h-h" 2R h-1
" R-h R - R-h
Dakle prema uslovima zadatka, sila F je odredena izrazom:
2Rh -h?
F>G T 0
odnosno:
. . —_— 2
F >250 V2 110,5 50’5 F >433,01N
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Iz jednacine (f) slijedi:
Fy = F.SING = FoSINQ vvviiiiiieeeeeciiiiieeee et (m)

odnosno:

Fy=500-0,5=250N

b) Graficko rjesenje

Silu F graficki mozemo odrediti ako definiSemo ravnotezu svakog
podsistema posebno. Dobit éemo dva ravanska sistema suceljnih sila za
koje, u sluc¢aju ravnoteze, poligoni sila moraju biti zatvoreni. Usvojivsi

razmjeru za silu Ur = 200 N/cm, na osnovu plana polozZaja (slika 3.30a),
crtamo plan sila (slika 3.30D).

o Fy F
a) Plan polozaja b) Plan sila

Slika 3.30 Graficko rjesenje zadatka 3.7.

Kod crtanja plana sila u slucaju kugle polazimo od poznate sile G iz
¢ijeg pocetka povlaéimo pravac nepoznate sile F. Taj pravac u presjeku

sa pravcem nepoznate sile F‘C, koji povla¢imo iz kraja sile G, definise
tacku c. Tacka c sa tackama a i b definiSe trokut sila abc na osnovu
kojeg su odredeni inteziteti sila F. i F,. Analogno definisemo sile F i

F,, koje djeluju na gredu, polazeéi od poznate sile F. =-F.. Kroz
pocetak sile F‘c povlaéimo pravac nepoznate sile F) , a kroz kraj sile F‘c

povlaéimo pravac nepoznate sile F. U presjeku tih pravaca definisana
je tacka c' koja sa tackama a' i b' definiSe trokut sila a'b’c’ na osnovu
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kojeg je odreden intezitet sila F, i F. Smjer sila F,, F., F, i F
definiSemo zatvaranjem poligona sila.

Inteziteti sila F., F;, F i F, definisani su izrazima:

F. =bc-U, ~2,5ecm 29N _ 500N
lcm

F=bc'-U, =2,165cm 22N _ 433N
lcm

F, =ca-U, = 2,165cm 220N _ 433n
cm

F,=c'a" U, :I,QSCmQOON =250N
lcm

Zadatak 3.8. Homogeni cilindar I
polupreénika R i tezine G = 20 kN oslanja se
u tacki A na vertikalni glatki zid, a u tacki D
na homogeni cilindar II istog poluprec¢nika R i
tezine G, koji se u tacki B oslanja na glatki
horizontalni pod, a uzetom CO: je vezan za
nepokretni zglob C (slika 3.31). Za ravnotezni
poloZaj, pI'l kome je o = 600 1 B = 4507 odrediti TT7TTTT77777TT777 7 T7777777 777777777777 1
reakcije u tackama A i B, silu u uzetu CO; i _
silu medusobnog pritiska cilindara I i II. Slika 3.31 Sematski
prikaz sistema
cilindara Ii1l

RjesSenje:
a) Analiticko rjeSenje

Reakcije u tackama A i B i silu u uzetu CO,,
za ravnotezni polozaj, mozemo odrediti
oslobadanjem datog sistema od veza i
zamjenom uticaja veze reakcijom veze, pri
¢emu dobijamo proizvoljni uravnotezeni
sistem sila u ravni, koje djeluju na homogene
cilindre Ii1I (slika 3.32).

Na osnovu slike, za wusvojeni koordinatni
sistem xOy, staticki wuslovi ravnoteze
ravanskog sistema sila definisani su
jednac¢inama:

2X=0 Fp

FcsinB-Fa=0 (@) Slika 3.32 Cilindri I i1l
oslobodeni veza




3- SUCELJNI SISTEM SILA

2Y=0
FB—FccosSPB-2G=0 it (b)

2Mo2 =0
-G2Rcos o+ Fa-2R-sIN a0 =0 ..cciiiiiiiiiiiiiiiiiiiii e (c)
Iz jednacine (c) slijedi:

By =GO G e d)

sina tga

F, = 20 _1155kN
1,7321

Silu F. odredit ¢emo iz jednacine (a):

F

B = e (@)
sin

c 11,55 =16,33kN
0,7071

Sila F, definisana je jedna¢inom (b)
FE=FcCOS B+ 2G cciiuiiiiiiiiiiiiiiiiiiii i (0"
F=16,33-0,7071 + 2 - 20 = 51,55 kN

Silu medusobnog pritiska cilindara Ii II
odredit c¢emo rastavljanjem datog
sistema na dva podsistema (cilindar I i
cilindar II).

X
Na slici 3.33 prikazan je cilindar I kao
jedan od podsistema na osnovu kojeg
mozemo odrediti silu medusobnog
pritiska cilindara I i II. Za usvojeni
koordinatni sistem xO,y stati¢ki uslovi
ravnoteze za ravanski suceljni sistem Slika 3.33 Cilindar I kao
sila na slici glase: podsistem osloboden veza
>X=0
FDCOS 0 -FA= 0 iniiiniiiiiiiiii i (e)
2>Y=0
FDSIN @ - G= 0 ceiiiiiiiie e 4]
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Iz jednacine (f) slijedi:

G
B = e (f)
sSino
F=—20 _o31kN
0,86603

Za izracunatu silu medusobnog pritiska cilindara I i II F‘D, iz jednacine

(e) mozemo izracunati silu F, i izvrSiti kontrolu veé¢ dobijene vrijednosti
za tu silu.

Fa=23,1.0,5=11,55 kN

E,
mogli odrediti analizom stati¢kih uslova ravnoteze podsistema (cilindar I
i cilidnar II).

Dobili smo identi¢an rezultat, a to znaéi da smo sile F,,F,,F. i

b) Graficko rjesenje

Reakcije u tackama A i B, silu u uzetu CO; i silu medusobnog pritiska
cilindara I i II graficki mozemo odrediti preko podsistema (cilindar I i
cilidnar II) ¢ija ravnoteza uvjetuje ravnotezu sistema u cjelini.

Na osnovu plana polozaja (slika 3.34a) usvojene razmjere za silu Ur = 10
kN/cm, crtamo plan sila (slika 3.34b).

- Cilindar I

SkN s
lcm J
E:i: 4cm
UF
x —>
G
\

a) Plan polozaja

b) Plan sila

Slika 3.34 Graficko rjesenje za cilindar I

Reakcija vertikalnog glatkog zida F, i sila medusobnog pritiska

cilindara F, graficki su odredene pomocu trokuta sila, odnosno, kroz

54)
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pocetak nacrtane poznate sile G povucen je pravac nepoznate sile FA, a

kroz kraj sile G pravac nepoznate sile F,. U presjeku pravaca
nepoznatih sila dobijena je tacka c koja sa tackama a i b definiSe
trokut sila, odnosno na taj nacin je definisan intezitet sila F, i F,.

Smijer sila F, i F, definiS§emo zatvaranjem poligona sila.
Intezitet sila F, i F, definiS§emo izrazima:

F,=ca-U,, F,=bc-U,

F, =23 cmSkN =11,55 kN F, =4,6 cmSkN =23 kN
lcm lcm
- Cilindar II
a
I*:,E’
b
= B
G
C
Fo
d
a) plan polozaja b) plan sila

Slika 3.35 Graficko rjesenje za cilindar Il

Na osnovu plana polozaja (slika 3.35a) i usvojene razmjere za silu
crtamo prvo poznate sile F = —F i G. Povlacenjem pravca nepoznate
sile F, iz pocetka sile F, i pravca nepoznate sile F. iz kraja sila G u
presjeku dobijamo tacku d, koja sa tackama a i c definiSe intenzitet sila
E. i F,. Smjer sila F. i F, definiSemo zatvaranjem poligona (plana) sila
(slika 3.35D).

Intenzitet sila F, i F. definisan je izrazima:

— 10kN
F, =da-U, =5,15cm 0 =51,5kN
lcm
— 10kN
F.=cd-U, =1,65cm 0 =16,5kN
lcm
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Zadatak 3.9. Poklopac parne turbine, tezine G = 15 kN, podize se
ravnomjerno pomocu dizalice kako je prikazano na slici 3.36. Pogonski
dio uzeta obrazuje sa horizontalom ugao a = 45°. Zatege CBi DB leze u
horizontalnoj ravni i sa vertikalom obrazuju uglove od 45°. Odrediti sile
u strijeli ABi zategama, ako je ugao y = 300. Kotur B smatrati idealnim.

Slika 3.36. Sematski prikaz dizalice

Rjesenje:

Slika 3.37. Sistem dizalice razlozen na dva podsistema osloboden veza

Ako sistem razlozimo na dva podsistema kao §to je prikazano na slici
3.37, mozemo da uoc¢imo da na kotur B djeluje prostorni sistem
suceljnih sila. Uticaj zatega i strijela u ovom slu¢aju zamijenjen je

odgovarajucim reakcijama veze, odnosno silama Fg.,Fy, i F,p.

Analiticki uvjeti ravnoteze kotura B, prema slici 3.37a, definisani su
jednac¢inama:
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> X=0
DY =0 i (a)
>z=0

To znacéi da rezultanta sila, koje djeluju na kotur B mora biti jednaka
nuli, odnosno:

Fo=Fop +Fy + By + Fpe + Fyp =0 i, (b)

Poznate sile su F;, i F,, anepoznate F,;,Fy. i Fg,.

Na osnovu jednacina (a) slijedi:

2X=0
Fpc Sin 450 — Fpp SIN 459 = 0 couiiniiniiiiiee e (o)
2Y=0
-Fpc cos 459 — Fpp cos 459%— Fucos o - FaBSIN Y =0 .evvvieniiniiniiniinnennenn. (d)
>Z=0
-FBr— FaBcOS Y — FUSIN o0 = O.euiiniiniiniiiiiii e (e)

Prema slici 3.37b, mozemo da uoc¢imo da na poklopac djeluje sistem
kolinearnih sila, a njihovom projekcijom na osu z dobijamo izraz:

>z=0

Fri — G =0 e ®
iz koga slijedi da je:
F o = G e (g)

UvrStavanjem brojcane vrijednosti u izraz (g) dobijamo da je
F,, =G =15 kN. Kako je:

Bt = = e e (h)
i
F ok = B oo (i)

slijedi da je intenzitet sile Fpx = 15 kN.

Kako je kotur B idealan kotur iz momentne jednacine za tacku O, slika
3.37c, mozemo da odredimo silu u uzetu F,. Momentna jednacina glasi:

(57
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2Mo=0

Fu-1=FBrk-T=0 i G)
Iz jednacine (j) slijedi da je:

Fum FBE cooiiiiiiiiiii (k)

odnosno, intezitet sile F, = 15 kN.

Iz jednacine (c) slijedi da je:

a iz jednacine (e):

By = o T S e ©)
cos y
UvrStavanjem poznatih podataka u izraz (e') dobijamo intezitet sile u
strijeli AB:
F, - -15-15-0,70711 _ 29,57 kN
0,86603
Negativan predznak ukazuje na to da je smjer reakcije strijele pogres§no
pretpostavljen i da je strijela napregnuta na pritisak.

UvrStavanjem izraza (1) u izraz (d) slijedi:

-FBp cos 459 — Fpp cos 450 — Fucos o - FapsSin y =0....ccoevviiiiiiiniininne. (m)

-2FBp coS 450 — FyucoS o - FaBSIN Y = 0 ceriviiiiiiiiiii e (n)
-F, cosa—-F,;siny
2cos 45°
a uvrStavanjem brojéanih vrijednosti dobijamo:
-15-0,70711-(-29,57)-0,5
2.0,70711

Fyp =

F,, = =2,95kN

Kako je Fsc = Fpp slijedi da je intenzitet sile u zategi BC:
Fo. =2,95 kN
Dakle, mozemo zakljuciti da su zatege BC i BD napregnute na zatezanje

i da je intenzitet sile u njima 2,95 kN, a strijela AB je napregnuta na
pritisak i intenzitet sile u njoj je 29,57 kN.
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4.1 Moment sile u odnosu na tacku

Moment sile u odnosu na tacku jednak je proizvodu intenziteta sile i
najkraceg rastojanja od tacke do sile.

Djelovanje momenta sile na tijelo, uzrokuje obrtanje tijela oko
nepomicne tacke, odnosno oko nepomic¢ne ose. Moment sile koji
uzrokuje obrtanje tijela u smjeru suprotnom od smjera obrtanja
kazaljke na satu je pozitivan (+), odnosno moment koji uzrokuje
obrtanje tijela u smjeru obrtanja kazaljke na satu je negativan, slika
4.1.

My = —F) Tl oo (4.2)

Moment sile za tacku "O" je vektorska veli¢ina i obiljezava se sa M f , a
jedinica mjere za moment je [Nm].

Prema navedenoj konvenciji, zavisno od smjera obrtanja, moment sile
za tacku moze biti pozitivan ili negativan, slika 4.1.

Prema izrazu (4.1) i (4.2) jasno je, da je intenzitet momenta sile u
odnosu na tacku jednak dvostrukoj povrsSini trougla konstruisanog
izmedu krajeva vektora sile i momentne tacke, slika 4.2.
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Slika 4.2 Geometrijska interpretacija momenta sile za tacku

PA(ABC)z%Eh =%F-h ........................................................... (4.3)

ME ZF R =2 PAABC) v (4.4)
U slucaju da napadna linija sile F prolazi kroz momentnu tacku "O",
tada je intenzitet momenta sile F za tacku "O" jednak nuli (1\7[ OF = O).

Moment sile F u odnosu na momentnu tacku "O" moze se definisati i
preko vektorskog proizvoda vektora sile F i vektora polozaja 7, slika
4.3.

MszxF

Slika 4.3 Definicija momenta sile za tacku preko
vektorskog proizvoda vektora polozaja i vektora sile

Sada je intenzitet vektora momenta sile F, za tacku "O" odreden
sljedeé¢im izrazom:

V5| = M =|F| [Flsing (F,F)=F R oo (4.6)

Ako je polozaj sile F definisan u odnosu na referentni koordinatni
sistem Oxyz, C¢iji se koordinatni pocetak poklapa sa momentnom
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tackom "O", tada prema postavkama iz vektorske algebre mozemo pisati
da je:

F=F +F +F, =Xt +YJ+ZK, ccoooeeiiiiiiiiiiiiiiiii 4. 7)
Fmfo o, 47, = X0+ YJ F ZK, o (4. 8)

gdje su: FX,FU,FZ - komponente vektora sile F,

r,,7, - komponente vektora polozaja 7,

x2'y’'z

<

z?,j,lz - jedini¢ni vektori u pravcu osa Ox, Oy i Oz,
X, Y, Z - projekcije vektora sile F na ose x, yiz
X, Yy, z — projekcije vektora polozaja ¥ na ose x, y1i z.

Vektorski proizvod (F xﬁ) mozemo napisati u matri¢noj formi tako da

je:
i j k

Mf:(fxﬁ):x U 2| e (4.9)
XY Z

odnosno:

MI=(Zy-Yz) i+(X 2-2Z-x) j+(Y 2-XY) Kevrrrrrrene. (4.10)

Izrazi uz jediniéne vektore i,j,k, (4.10), definiSu projekcije vektora

momenta M) na odgovarajuce ose koordinatnog sistema Oxyz:

MI =ML, T+M J+ML K i, (4.11)

je odreden izrazom:

U ovom slucaju intezitet momenta ‘M f

927 = (ML) + (M) (ML) st (4.12)

4.2 Momentno pravilo (Varinjanova teorema)

Moment rezultante ravnog sistema suceljnih sila u odnosu na
proizvoljnu tacku "O" koja lezi u ravni sila, jednak je algebarskom zbiru
momenata komponentnih sila u odnosu na istu momentnu tacku "O".

Da bi dokazali ovu teoremu posmatrajmo sistem suceljnih sila u ravni
prikazan na slici 4.4.
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Slika 4.4 Sistem suceljnih sila u ravni xOy

Svaka od sila stvara moment u odnosu na tacku "0". Kao §to je poznato,
intenzitet momenta bilo koje od ovih sila jednak je dvostrukoj povrsini
odgovarajuceg trougla. Tako na primjer:

VG| =2.PA S OA Y e, )
MF|=2-PA(OAB)=0A-Y, 4.13

Na isti nacin definisan je i intenzitet momenta rezultante F,, u odnosu
na momentnu tacku "0":

M| = 2. PAOAR) = OA Yy oo, 4.14
o R

Kako je Yr jednako algebarskom zbiru vertikalnih projekcija svih sila, to
jest:

Ve =D Y, =Y +Y, =Y, i (4.15)

1A
(=1

Uvr§tavanjem izraza (4.15) u izraz (4.14) dobiva se:

‘Mffe —0A-Y, =0A (Y,+Y,-Y,)

odnosno:

‘MfR ~OAY,+ OA-Y, —~OA-Y,

[0 =‘M§‘+‘M§Q —‘Mfs ............................................................ (4.16)

Ovim je postavljena teorema i dokazana.

4.3 Slaganje paralelnih sila u ravni

Neka je dato kruto tijelo, na koje djeluju dvije paralelne sile 1:“1 i 15‘2,
slika 4.5, i neka ove dvije sile leze u istoj ravni.
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U ovom slucaju ne mozemo odrediti njihovu rezultantu neposrednom
primjenom paralelograma sila.

Za slaganje ovih paralelnih sila, odnosno za odredivanje njihove
rezultante mozemo koristiti slijede¢i postupak. Na osnovu drugog

aksioma statike, u napadnim tackama A i B sila F, i F,, doda¢emo

par medusobno uravnotezenih sila F =- F, a koje djeluju duz prave
linije koja prolazi kroz napadne tacke A i B, slika 4.5.

Slika 4.5 Princip slaganja paralelnih sila u ravni

Slaganjem sila F‘l i F, a zatim 15‘2 i —F, dobiju se rezultante
F, i F,,.Produzenjem njihovih napadnih linija do presjeka u tacki D,
dobiva se sistem suceljnih sila. Slaganjem ovog sistema suceljnih sila
metodom paralelograma odredena je rezultanta F, koja je paralelna sa

komponentnim silama F i F,. Napadna tadka rezultante, tacka C,

definisana je presjekom napadne linije rezultante F, i prave koja spaja
napadne tacke A i B komponentnih sila.

4.4 Rezultanta dvije paralelne sile

Intenzitet rezultante medusobno paralelnih sila, istoga smjera, jednak je
algebarskom zbiru intenziteta pojedinih komponenata. U ovom slucaju
kada na tijelo djeluju dvije paralelne sile, slika 4.6, intenzitet njihove
rezultante je:
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Slika 4.6 Rezultanta dvije paralelnih sila istog smjera

Prema Varinjonovoj teoremi mozemo pisati da je:

ME = ME + MIE oo (4.18)

odnosno:

Fp-0=-F -AC+F, BC. weecieoieeeeeeeeeeee e (4.19)

Iz ovog izraza slijedi da je:

% = i:g ...................................................................................... (4.20)

Prema Varinjonovoj teoremi, moment za tacku A je:

M = M5 4 I e, (4.21)

odnosno:

Fy-AC=F -0+F, - AB  ooooieoeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e (4.22)

Iz ovog izraza moze se definisati intenzitet rezultante:

FR:FQ£:F2@:F2(1+B=CJ:FQ[1+£] ..................... (4.23)
AC AC AC 2

FR= Fo Bl et (4.24)

Na osnovu izraza (4.20) i (4.22) mozemo napisati:

............................................................................. (4.25)
F, F K
odnosno:
AB AB
D 4.26
r===h ===k ( )
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4.5 Spreg sila

Neka na posmatrano tijelo M dejstvuju dvije paralelne sile F, i F, istog
inteziteta, a suprotnih smjerova kako je prikazano na slici 4.6.

Slika 4.6 Spreg sila u ravni

Prema izrazu (4.17) rezultanta ove dvije paralelne sile istih intenziteta, a
suprotnih smjerova jednaka je nuli:

FR=F1 = Fo = 0 et (4.27)

dok je polozaj rezultante, odnosno njena napadna tacka prema izrazu

(4.25) u beskonacnosti.

_C = A > = ﬁ
F, 0

U ovom slucaju i pored toga Sto je rezultanta sila jednaka nuli, tijelo
nece biti u ravnotezi. Zbog toga Sto se napadne linije sila ne poklapanju
(nisu kolinearne), ove sile stvaraju spreg ¢iji moment nastoji da zakrene
tijelo.

Pod pojmom sprega sila podrazumijeva se sistem od dvije paralelne sile
E, i F, istih intenziteta, a suprotnih smjerova koje djeluju na tijelo, a
¢ije se napadne linije nalaze na rastojanju "h".

Osnovni parametri sprega sila su:

a) Intenzitet momenta sprega sila, definisan je proizvodom inteziteta
jedne sile i normalnog rastojanja izmedu napadnih linija sila "h", slika
4.6.

M=[E[-h =[] A oo (4.29)

b) Ravnina djelovanja momenta sprega sila, definisana je ravninom u
kojoj leze sile F, i F,.
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) Smjer sprega sila definisan je smjerom rezultuju¢eg momenta koji
uzrokuje obrtanje tijela. Ukoliko je smjer obrtanja tijela suprotan od
smjera kretanja kazaljke na satu, spreg je pozitivan i suprotno.

Slika 4.7 Osnovne karakteristike sprega sila u ravni

Medutim, potrebno je napomenuti da moment sprega sila I ne zavisi
od izbora obrtne tacke tijela, koja se nalazi u ravni dejstva sprega, slika
4.7. U ovom sluc¢aju momenti sila za tacku "0" su:

MBI = —F, c@ = =F @ cvoeoeeeeeeeeeeeeeeeeee e (4.31)

MP =F,(a+h)=F(a+h), jer je F =F, =F.occevreeenrceenn, (4.32)
Sabiranjem ova dva momenta dobivamo da je:

M=ME + M? =-F, -a+F, -(a+h)

M =-F-a+F(a+h)=F R .ccccciiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiicc (4.33)

Iz ovoga proizilazi da algebarski zbir momenata sila iz sprega za bilo
koju tacku u ravnini dejstva sprega ne zavisi od izbora te tacke i da je
jednak momentu sprega sila I .

Za potpuno definisanje sprega sila potrebno je znati:
- intenzitet momenta sprega,

- intenzitet sila koje ¢ine spreg,

- ravan dejstva sprega,

- smjer obrtanja tijela (smjer momenta sprega).

Iz navedenog proizilazi da je spreg sila vektorska veli¢ina i oznacava se

sa (932). Vektor momenta sprega sila okomit je na ravan u kojoj lezi
spreg sila, slika 4.8.
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Slika 4.8 Definicija sprega sila kao vektorske velicine

Kako je dokazano, moment sprega sila ne zavisi od izbora obrtne tacke,
koja se nalazi u ravni dejstva sprega, Sto zna¢i da moment sprega sila
spada u slobodne vektore koji se moze prenositi u bilo koju tacku
ravnine dejstva sprega.

Tako, na primjer, prema slici 4.8 mozemo pisati da je:

M= ME = M oo, (4.34)
odnosno:
M=F -h=F, -h=F-h, jer je F,=F) =F.covcveoeeeeereeeeeeereeerrn.. (4.35)

4.5.1 Sistem spregova sila u ravni

Ako sve napadne linije sistema spregova sila, koji djeluju na tijelo, leze
u jednoj ravni, onda imamo sluc¢aj sistema spregova sila u ravni.

Spreg sila (13‘1,13‘1‘) moze se zamijeniti drugim spregom (13‘2,15‘2'), pod

uslovom da imaju jednake momente i da leze u istoj ravni, slika 4.9.

Slika 4.9 Jednakost spregova sila
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DY = F, oo (4.36)
M3 = B Ry evereeesoresseesseessenss sttt (4.37)
My = Mo = B, Ry = Fy By oo (4.38)

Iz ovoga i prethodnog izlaganja mozemo konstatovati da se:

- dejstvo sprega sila na kruto tijelo nece promijeniti ako se spreg
sila pomjeri u bilo koji polozaj ravnine dejstva sprega,

- dejstvo sprega sila se nece promjeniti, ako se istovremeno
promijeni intenzitet sila iz sprega i krak sprega tako da intezitet
momenta sprega ostane nepromijenjen.

4.5.2 Slaganje spregova sila

Za slucaj istovremenog djelovanja viSe spregova sila na kruto tijelo u
istoj ravni vazi slijedeca teorema:

Dejstvo sistema spregova koji djeluju na kruto tijelo u jednoj ravni moze
se zamijeniti dejstvom jednog rezultujuceg sprega koji djeluje u istoj
ravni, a ¢iji je moment jednak vektorskom zbiru momenata svih
komponentnih spregova, slika 4.10.

Slika 4.10 Slaganje spregova sila u ravni

Moment rezultujuéeg sprega jednak je vektorskom zbiru momenata
komponentnih spregova:

M = D+ Ma 4 oo+ Do (4.39)

U ovom slucaju, s obzirom da svi spregovi leze u istoj ravni, vektori
njihovih momenata su okomiti na tu ravan. Prema prethodnoj teoremi,
pomjeranjem spregova u ravni njihovog djelovanja, moze se obezbijediti
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da momenti svih spregova djeluju u istoj tacki, odnosno da su vektori
momenata svih spregova kolinearni, slika 4.11.

Slika 4.11 Kolinearnost vektora momenata spregova sila u ravni

Iz ovih razloga moze se reé¢i da je intenzitet momenta rezultujuceg
sprega jednak algebarskom zbiru momenata komponentnih spregova,
pri tome je neophodno voditi racuna o smjeru momenta spregova, slika
4.11.

Sistem spregova sila, koji djeluje na kruto tijelo u jednoj ravni, bice u
ravnotezi ako je intenzitet vektorskog zbira svih komponentnih vektora
jednak nuli.

X

Z":?)ﬁ 2 0 e (4.40)

4.6 Slaganje proizvoljnog sistema sila u ravni

Teorem o paralelnom pomjeranju sile: Dejstvo sile F na kruto tijelo
neée se promijeniti ako silu F prenesemo paralelno prvobitnom
polozaju u bilo koju tacku tijela i ako pri tome sili F dodamo

odgovarajucdi spreg ¢iji je moment jednak momentu te sile u odnosu na
tacku novog polozaja, slika 4.12.
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Slika 4.12 Paralelno pomjeranje sile u zadatu tacku

Da bi pomjerili silu F iz tacke A u polozaj A;, dodajmo u taéki A; dvije,
njoj paralelne sile istog inteziteta i pravca, a suprotnog smjera, odnosno
dvije sile koje su medusobno u ravnotezi. U ovom sluc¢aju rezultanta
svih sila, koje djeluju na tijelo je:

ol = [+ B = = 7] [F] =] = [F] o @.41)

Medutim kao posljedica pomjeranja sile F iz tacke A u tacku A, javlja

se moment X od sprega (15‘ - 15‘1) , a intenzitet ovog momenta je:

I = F @ oo (4.42)

4.7 Paralelno premjestanje ravnog sistema
sila u datu tacku

Posmatrajmo kruto tijelo na koje djeluje sistem sila F,F,,---,F,.

Pretpostavimo da sve sile 131,15‘2,~--,Fn djeluju u istoj ravni. Neka je u

ravni dejstva sila uocena tacka "O" u koju treba, paralelnim
premjeStanjem prenjeti sve sile ravnog sistema. Ovaj postupak
premjesStanja sila naziva se redukcija sila u datu tacku, a tacka u koju
se sile premjeStaju naziva se redukciona tacka.

Kao rezultat ovog paralelnog premjestanja sila u redukcionu tacku "0",
dobija se sistem suceljnih sila (izraz 4.44), sistem spregova ¢iji su
momenti odredeni izrazom (4.406), slika 4.13.
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X
i =F; Fy = Fy; Fy = Fy coeeeeeeeeeeeeeeeeee e (4.43)
F, = > B ettt (4.44)
P
M, =F a; My, =F, ay; My =F, 0y, eeveeeeeeeeeeeeeeeeeeeeen, (4.45)
N, = Zs?ft .................................................................................. (4.46)
P

Na osnovu izlozenog mozemo formulisati slijede¢i teorem: Svaki
proizvoljni, ravni sistem sila koji djeluje na kruto tijelo, u opStem
slué¢aju moze se zamijeniti jednom rezultujucom silom 15‘ koja se zove
glavni vektor i koji djeluje u tacki redukcije "O" i jednim spregom ¢iji je
moment jednak zbiru momenata svih komponentnih spregova 9)? a
koji se zove glavni moment, slika 4.13b.

Glavni vektor moze se odrediti i pomocu poligona sila kao i analitickim
putem odredivanjem odgovarajuc¢ih projekcija u Dekartovom
koordinatnom sistemu.

ZF ZFcosa, ................................................................. (4.47)
Fp=2 F,; =Y FSINQ, oo (4.48)
i=1 i=1
Frp = JFq + Fjp o oot (4.49)
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4.8 Svodenje ravnog sistema sila na prostiji
oblik

U principu svaki sistem sila moZe se svesti na glavni vektor F, i glavni

moment N » U odnosu na redukcionu tacku. Kod svodenja datog

sistema sila na glavni vektor i glavni moment moze nastati viSe razlic¢itih
slucajeva koji ¢e se ovdje prezentovati.

a) Ako su glavni vektor i glavni moment jednaki nuli

Fr = Y F =0 i (4.50)
i=1

T ol S o R (4.51)
i=1 i=1

Ravni sistem sila se nalazi u ravnotezi.

b) Ako je glavni vektor F, jednak nuli, a glavni moment @(R
razli¢it od nule

Fo = ) F, =0 i (4.52)
i=1
S ok S o S (4.53)

U ovom sluéaju ravni sistem sila se svodi na spreg.

c) Ako je glavni vektor F, razli¢it od nule, a glavni moment M ®
jednak nuli

U ovom sluc¢aju ravni sistem sila se svodi na glavni vektor, odnosno
rezultantu koja prolazi kroz tacku redukcije "O".

d) Ako je glavni vektor F, razli¢it od nule i glavni moment M R
razli¢it od nule
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Mp =DM, =D MI #0 oo (4.57)

U ovom slucaju ipak mozemo reci da se ravni sistem sila svodi samo na
rezultantu F,, ali takvu &ija napadna linija ne prolazi kroz tacku
redukcije "O" ve¢ kroz tacku "A" koja je od tacke redukcije udaljena za

nan

rastojanje "a".

Saglasno izlaganju u podpoglavlju 4.6, da kao rezultat paralelnog
pomjeranja sile nastaje i dodatni moment, u ovom slucaju paralelno
pomjeranje sile tako je odabrano da nastali moment sprega

uravnotezava glavni moment koji je nastao pri redukciji sila na tacku,
slika 4.14.

e =

4.9 Uslovi ravnoteze ravanskog sistema sila

Potreban i dovoljan uslov da ravni sistem sila koji djeluje na slobodno
kruto tijelo bude u ravnotezi je da glavni vektor F, i glavni moment
budu jednaki nuli:

Fr= D F, =0 i (4.59)
i=1

ST ol o R O (4.60)
i=1 i=1

tada je:

D Fy =0 i (4.61)
i=1
iFyi 2 0 ettt ettt et et e et eenbeeenee s (4.62)
i=1
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4.10 Posebni uslovi ravnoteze ravnog sistema
sila

1) Ako na kruto tijelo istovremeno djeluje ravni sistem sila i sistem
spregova, tada su potrebni i dovoljni uslovi ravnoteze dati izrazima:

D F =0 i (4.64)
i=1

;Fyi 0 e (4.65)
DSUME 4 DTIM, 20 e (4.66)
i=1 i=1

2) Da bi ravni sistem paralelnih sila koji djeluje na slobodno tijelo bio u
ravnotezi, slika 4.15, potrebno je i dovoljno da su ispunjeni slijedeci
uslovi:

DIF, =) F, =0 oo (4.67)
i=1 i=1

ME 20 oo, (4.68)
i=1

Slika 4.15 Djelovanje sistema paralelnih sila na slobodno tijelo

3) Da bi proizvoljni ravni sistem od tri sile, koje medusobno nisu
paralelne, bio u ravnotezi potreban i dovoljan uslov je da trougao sila
bude zatvoren, slika 4.16.
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Slika 4. 16 Djelovanje ravnoteznog sistema tri sile na slobodno tijelo

4) Tijelo, zglobno vezano u jednoj tacki, na koje djeluje ravni sistem sila
bice u ravnotezi, ako je suma momenata svih sila u odnosu na zglobnu
tacku jednaka nuli, slika 4.17.

VLT O O
=24 E=z4 2

R‘M_O
NIRRT

Slika 4.17 Uravnotezeno zglobno vezano tijelo

N
=
°
I
o
x
[e)]
L

4.11 Vrste ravnoteze tijela

U prethodnom izlaganju definisani su uslovi ravnoteze krutog tijela.
Medutim, ravnoteza krutog tijela moze biti:

- stabilna ravnoteza,
- labilna ravnoteza,
- indiferentna ravnoteza.

Stabilna ravnoteza tijela, to je takav ravnotezni polozaj kod kojeg ako
tijelo izvedemo iz ravnoteznog polozaja, zbog dejstva prisutnih sila, tijelo
se ponovo vraca u svoj ravnotezni polozaj, slika 4.18a.

Labilna ravnoteza tijela, to je takav ravnotezni polozaj kod kojeg, ako
tijelo izvedemo iz ravnoteznog polozaja, zbog dejstva prisutnih sila, tijelo
se sve viSe udaljava od svog prvobitnog ravnotezenog polozaja, slika
4.18b.
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Slika 4.18 Stabilna, labilna i indiferentna ravnoteza tijela

Indiferentna ravnoteza tijela, to je takav ravnotezni polozaj kod kojeg,
ako tijelo izvedemo iz ravnoteznog polozaja kod dejstva prisutnih sila
tijelo dolazi u novi ravnotezni polozaj, slika 4.18c.

Pitanje stabilne ravnoteze vrlo je aktuelno kod slobodno oslonjenog
tijela. U ovom sluc¢aju razlikujemo dva momenta:

- moment stabilnosti,

- moment prevrtanja, slika 4.19.
Tijelo ¢e biti u polozaju stabilne ravnoteze ako je moment stabilnosti
veci od momenta prevrtanja, to jest ako je

S TR IS TR TR TR TR TR TR TRTR TR
a/2 a/2
a

Slika 4. 19 Karakteristike momenta stabilnosti i momenta prevrtanja

4.12 Grafostatika

Dio statike, u kome se primjenjuju graficke metode za rjeSavanje
zadataka, naziva se grafostatika.

Graficke metode imaju odredene prednosti u odnosu na analiticke
metode u pogledu brzine rjeSavanja zadataka, medutim osnovni
nedostatak grafickih metoda je njihova taénost.
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Ovdje ¢e biti prikazana primjena grafickih metoda za rjeSavanje ravnog
sistema sila.

4.12.1 Verizni poligon

Neka na prikazano materijalno tijelo, slika 4.20a, djeluje ravni sistem
sila E,F,,F, i F,.

Poligon sila formira se tako §to se u odredenoj razmjeri iz plana polozaja
paralelno prenese svaka od sila F,, poéevsi od proizvoljno odabrane
tacke "a", slika 4.20b. Pri tome je:

AD Uy = F, oo (4.71)
DC-Up = Ey oo (4.72)
CA - Up = Fy e (4.73)
AE -Up = F, oo, (4.74)

Slika 4.20 Graficki prikaz plana polozaja i poligona sila
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Da bi odredili polozaj rezultante i sila I?l (t = 1,2,3,4), odaberimo
proizvoljnu tacku P (polna tacka) i spojimo je sa pocetkom i krajem
svake od sila F, . Duz koje spajaju pol sa krajevima svake sile nazivaju

se polni zraci. Sada je potrebno paralelno prenositi polne zrake do
presjeka sa napadnom linijom odgovarajuce sile, kako je prikazano na
slici 4.20a. Na ovaj nacin formirana izlomljena linija ABCDE naziva se
verizni poligon. Ako produzimo polni zrak "1" i polni zrak "S5" dobit

¢emo tacku K kroz koju prolazi rezultanta F, sila. Sada se jednostavno
rezultanta F, sa odredenim pravcom, smjerom i intenzitetom paralelno
prenese sa poligona sila, slika 4.20b, do prethodno odredene tacke "K".

4.12.2 Graficki uslovi ravnoteze ravnog sistema sila

Iz prethodnih izlaganja je poznato da ¢e ravni sistem sila biti u
ravnotezi, ako su glavni vektor (i) i glavni momenat (93( ) sistema sila
jednaki nuli.

Neka na dato tijelo djeluje ravni sistem sila F, (i = 1,2,3) kako je
prikazano na slici 4.21.

Ako ovom sistemu sila dodamo silu F, , koja je tako odabrana da
zatvara poligon sila slika 4.21b, u tom slucaju glavni vektor sistema sila
F, jednak je nuli (K = 0). Takoder sa slike 4.21b je jasno da sila F,

odgovara po intenzitetu i napadnoj liniji rezultanti sila 15‘1,15‘2 i 15‘3, ali
ima suprotan smjer.

Slika 4.21 Graficki uslovi ravnoteze sistema sila u ravni
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Obzirom da je u ovom sluéaju verizni poligon zatvoren to je i glavni
moment jednak nuli (M == 0). Prema tome kako je glavni moment M R 1

glavni vektor F, jednaki nuli to je ovaj sistem od Cetiri sile u ravnotezi.

4.12.3 Razlaganje sile na dvije njoj paralelne
komponente

U ovom slu¢aju potrebno je rijesiti zadatak tako da se sila F razlozi u

dvije, njoj paralelne komponente usmjerene u istu stranu kao i sila F,
a da njihove napadne linije prolaze kroz zadate tacke A i B, slika 4.22.

Slika 4.22 Razlaganje sile na dvije paralelne komponente

Zadatak se moze rijeSiti na slijede¢i nacin. Sa strane je potrebno

paralelno njenom stvarnom poloZaju nanijeti silu F u odgovarajucoj
razmjeri, zatim proizvoljno odabrati pol "P' i povuéi polne zrake 1 i 2.

Zatim odaberimo tacku "K' na napadnoj liniji sile F i prenesimo
paralelno polne zrake 1 i 2 do presjeka sa pravcima koji prolaze

tackama A i B, a paralelni su sili F. U presjeku ovih pravaca sa polnim

zrakama dobivamo tacke I i II koje definiSu zakljunicu "s" veriznog
poligona.

Paralelnim prenoSenjem zakljuénice "s" do polne tacke "P' definiSe se

"non

tacka "c' na sili F, odnosno definiSe se podjela (razlaganje) sile F na

njene komponente F, i F, priéemu je:

Nakon ovako definisanih sila F, i F‘2 potrebno ih je paralelno prenijeti

u napadne tacke A i B. Ispravnost ovog rjeSenja moze se dokazati
koriStenjem obrnutog postupka.
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Primjeri:

Zadatak 4.1 ResSetkasta dizalica sa zglobom u tacki A moze se spustati
pomocu zavrtnja BC. Zavrtanj je spojen sa reSetkom pomocu zgloba B, a
prolazi kroz navrtku D (slika 4.23). TeZina reSetke je G = 120 kN i u
datom polozaju na slici djeluje na rastojanju 5 m od vertikale kroz
tacku A, a dohvat dizalice, mjeren od vertikale kroz tacku A iznosi 15 m.

Odrediti otpor oslonca A i silu u zavrtnju F‘Z ako je teret Q = 200 kN i

AB = AD = BD = 8 m . Tezinu zavrtnja zanemariti.

Slika 4.23 Sematski prikaz resetkaste dizalice

RjesSenje:

a) Analiticko rjeSenje

Dizalica oslobodena veza, Ciji je uticaj zamijenjen reakcijama veza,
odnosno silama X A,?A iﬁ‘z (uz pretpostavku da je vijak napregnut na

zatezanje) prikazana je na slici 4.24. Za uravnoteZeni, ravanski
proizvoljni sistem sila koje djeluju na dizalicu i usvojeni koordinatni
sistem xOy static¢ki uslovi ravnoteze definisani su jednac¢inama:

2X=0

Xa—FzC08 000 = 0 ..ioiiiiiiiiiiiiii e (a)
2Y=0

Ya—FzSin 600 — G— Q= 0 .eiiniiiiiiiiiiiiiiiiii e (b)
>Ma=0

F,-8cos300-G- S—0Q- 15=0 ciiiiiiiiiiiiiiiii e (c)
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15m

Slika 4.24 Dizalica oslobodena veza

Iz jednacine (c) mozemo odrediti silu u zavrtnju prema izrazu:
_5G +15Q
8 cos 30°

5 _5°120+15-200 _ 900 J3

: B BB

8
2

= 3004/3 kN =519,62 kN

Komponente reakcije F "4 u zglobu A odredit ¢emo iz jednacina (a) i (b).
Iz jednacine (a) slijedi:
Xa=FzC08 000 (..o (@)

X, = 300\/§% =150,/3 kN =259,81kN

a iz jednacine (b) slijedi:
Ya=FzSINn 600 + G+ Q cevuiiiniiiiiiiiiiiii e (b

5

YA—SOO\/_—+120+200 770 kN

Na osnovu komponenti X, iY, prema slici 4.24, slijedi intenzitet

reakcije F,:
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Fa =X 4 Y oot (d)

2
F, = \/(150\6) +7702 =812,65 kN

Pravac djelovanja reakcije F, definisan je izrazom:

tga = e (e)
A

odnosno:

o = arc th—A ................................................................................... 4]

Uvrs§tavajuéi broj¢ane vrijednosti dobijamo:
770
269,81
o =70,699 ili a~70041'24".

b) Graficko rjesenje

a =arctg

Zadatak graficki mozemo rijeSiti na viSe nacina, medutim, u ovom
sluéaju graficko rjeSenje c¢emo definisati Kulmanovom (Culmann)
metodom. Metoda je veoma pogodna u ovakvim slucajevima kada
trebamo silu poznatog pravca, smjera i intenziteta rastaviti na tri
komponente. Na osnovu usvojene razmjere za duznu UL = 5 m/cm prvo
crtamo plan polozaja (slika 4.25.a), a nakon toga, usvojivsi razmjeru za
silu Ur = 100 kN/cm, crtamo planove sila (slika 4.25.b).

Da bi reSetka bila u ravnotezi sile u zavrtnju i osloncu A moraju
uravnotezavati silu I:“R. Sila FR predstavlja rezultantu spoljasnjih sila

GiQ koje djeluju na dizalicu i u planu sila odredena je kao zbir

vektora sila G i C) Izborom pola P definisane su polne zrake 1, 2 i 3 na
osnovu kojih smo u planu polozaja definisali verizni poligon.

Presjekom prve i zadnje stranice veriznog poligona (tacka N) definisana
je tacka na pravcu rezultante FR. Kroz tacku N paralelno sili F“R u

planu sila povlacimo pravac koji definise silu F, u planu polozaja. Kada
smo definisali polozaj rezultante F, u planu polozaja dalje
primjenjujemo Kulmanovu metodu, odnosno rezultantu Fj, rastavljamo
na njene tri komponente F,,X, 1Y, ¢iji su pravci djelovanja poznati. U

tu svrhu definisemo presjeéne tacke I i II pravaca sila Fy i X, i E,i Y,.
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Fj, = 320kN b -

Slika 4.25 Graficko rjesenje zadatka 4.23

Tacke I i II spajamo Kulmanovom linijom K, koja definiSe pravac
pomoc¢ne Kulmanove sile. Pravac Kulmanove sile definiSe pravac
rezultante sila F, i X, kao i sila F,iY,. Polazeéi od tacke I crtamo
trokut sila Fj,, X, i pomoéne Kulmanove sile. Zatim prelazimo na
tacku II i pomocu pomocéne Kulmanove sile dobijamo veli¢ine sila
13‘Z i?A. Smjer obilazenja (oznacen na slici) u dobijenom poligonu sila
odreden je smjerom sile Fj. Poligon sila je zatvoren, imamo dakle
ravnotezu sistema. Na taj nacin smo dobili veli¢inu i smjer sile u
zavrtnju BC i osloncu A. U planu sila na osnovu komponenti X, iY,

definisana je i sila otpora u osloncu A- F, .
Intenzitet sila X, 1Y,, F, i F, definisan je izrazima:

100kN

X,=b'c"-Up =2,6cm =260kN
lem

Y,=c'd Uy = 7,7cm100kN =770kN
lem
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F,=b'd" Uy = 8,130m100kN =813kN
lcm
F, :d'a'-U=5,20m100kN =520kN
lcm

Zadatak 4.2 Teret Q = 4,8 kN odrzava se pomocu uzeta na strmoj ravni.
Strma ravan je nagnuta pod uglom « = 60° prema horizontali. Uze, koje
je paralelno sa strmom ravni, obavijeno je oko dobos$a vitla ABC ¢ija je
tezina G = 2,4 kN. Vitlo se oslanja u tacki A na glatki pod, a u tacki B
vezano je za pod pomocu zavrtnja (slika 4.26). Odrediti otpore oslonaca
vitla zanemarujuéi razmak izmedu uzeta i strme ravni: Rastojanje

A_O:O_B:a=1,7m.

Slika 4.26 Sematski prikaz vitla sa kolicima
RjesSenje:
a) Analiticko rjeSenje
Da bi odredili otpore oslonaca moramo dati sistem rastaviti na dva
podsistema (podsistem I — teret Q i podsistem II - vitlo).
- Teret Q

Kolica sa teretom Q, oslobodena veza, prikazana su na slici 4.27.
Ocigledno je da se kolica nalaze u ravnoteznom polozaju pod dejstvom
ravanskog sistema suceljnih sila. Staticki uslovi ravnoteze u tom
slucéaju, za usvojeni koordinatni sistem prema slici, glase:

2X=0

QSIN 0 = Fuu= 0 i (a)
2Y=0
F - QCOS 0= O (b)
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Slika 4.27 Kolica sa teretom oslobodena veza

Iz jednacina (a) i (b) slijedi:

Fnv=4,8-0,5=2,4 kN
- Vitlo

Na slici 4.28 prikazano je vitlo oslobodeno veza sa pravcima sila
uskladenim prema postavci zadatka. Vitlo se nalazi u ravnoteznom
polozaju pri djelovanju ravanskog sistema proizvoljnih sila. Za usvojeni
koordinatni sistem prema slici, stati¢ki uslovi ravnoteze definisani su
jednac¢inama:

>X=0
XB - Fu COS O = Ouiniiiiiii i (o)
2Y=0
Fa- F, SN G- G+ YB= 0uereeeieiieiieieeie et (d)
>Ma=0
G atYB 2 =0 i (e)
B = Flteooeeeeee et (f)
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Slika 4.28 Vitlo oslobodeno veza

Iz jednacine (e) slijedi:

Ygp = SO (2)

2
Y5 :%:1,21&

Uvrstivsi jednacinu (f) u jednacinu (c) iz jednacine (c) slijedi:
Xp = Fu COS O = FUCOS 0L ininiiniiiiiiii e (h)
Xg =4,16 - 0,5 = 2,08 kN

Reakciju Fy izracunavamo prema izrazu:

o = X 4 Y oo (i)
Fp =4/2,08% +1,2% =2, 4kN

a pravac djelovanja reakcije F5 odreden je jednacinom:

Y,
B 0 = e e
g X, ()
odnosno:
@ = arc th—B, ................................................................................... (k)
B

1,2 0:1: 0
=arctg——— =29,98"ili p =29°58'48"
%4 g2 08 4 4
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Reakciju u tac¢ki A izratunavamo na osnovu jednacine (d) iz koje slijedi:
Fa=F, sina+G-Ys=FuSin @+ G=YB .cccevrvvrereriiieieieereeene, (1)
Fa=4,16-0,86603 + 2,4 - 1,2 = 4,8 kN

b) Graficko rjeSenje

Usvojivsi razmjeru za silu Ur = 1 kN/1 cm, na osnovu plana polozaja
(slika 4.29a) prvo definiSemo plan sila (slika 4.29b) tereta Q.
a

Q|

b

a) plan polozaj b) plan sila

Slika 4.29 Graficko rjeSenje za kolica sa teretom

U planu sila prvo crtamo poznatu silu O . Nakon toga iz pocetka sile Q
povlac¢imo pravac nepoznate sile F‘N , a iz kraja sile 0 pravac nepoznate

sile u uzetu F,. Presjeciste tih pravaca daje tacku c, koja sa tackama a
i b definiSe trokut sila iz koga slijedi intenzitet, a zatvaranjem trokuta
sila i smjer nepoznatih sila F‘N i I:“u . Intenzitet definisan je izrazima:

Fy =ca-Up — 2,4cm 2N _ 2 4kN
lcm
F,=bc-Up = 4,16cm1kN =4,16kN

lcm

Otpore oslonaca graficki mozemo odrediti na viSe nacina, medutim u
ovom primjeru zbog ilustracije metoda, primijenit ¢emo teoremu o tri
sile. U razmjeri za duzinu U. = 1 m/cm crtamo plan polozaja (slika
4.30a). Nakon toga pomocu plana sila i Verlznog poligona definiSemo, u
razmjeri, rezultantu spoljasnjih sila F, =-F, iG, ciji je pravac

djelovanja u planu polozaja definisan presjeciStem prvog i posljednjeg
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zraka (tacka D) veriznog poligona, kao i samim presjeciStem pravaca sila
Fu iG (tacka K).

_1m a'b‘:U—”:415 cm
L 1em F
U. = 1kN 'C':Ui
F ™ 1em , F
F, =F,
Fg
Y
“ 15 Xz
A
a'c'= 'e':F—R:6,3cm
F
a) Plan polozaja Y b) Plan sila

e

Slika 4.30 Graficko rjeSenje za vitlo

Presjek pravca rezultante F, i poznatog pravca sile F, definise tacku I

kroz koju, prema teoremi o tri sile, treba da prolazi i pravac sile FB,
odnosno prema teoremi, ako se kruto tijelo nalazi u ravnotezi pod
dejstvom triju neparalelnih sila, koje leze u jednoj ravni, onda se
napadne linije tih sila moraju sjeé¢i u jednoj tacki. Kada je u planu
polozaja definisan pravac sile F; mozemo, polazeéi od poznate sile Fy,
formirati trokut sila (slika 4.30b). Kroz pocetak sile F, povlacimo

pravac nepoznate sile Fg, a kroz kraj, pravac nepoznate sile F,. U

presjeku tih pravaca dobijamo tacku f koja sa tackama d'i e’ definiSe
trokut sila. Zatvoren trokut sila definiSe intezitet i smjer nepoznatih sila

F, i Fy.Intezitet sila F, i Fy definisan je izrazima:
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F,=e'f"-Ug :4,80m1kN =4,8kN
lem
Fp=Fd Uy =2,4cmiN _ 2 4kN

lcm

Zadatak 4.3 Greda AB duzine 2 m, opterecena je u tacki A teretom M
tezine G = 100 kN. Greda je pomocu Stapova I, I i III uévrSéena za pod i
vertikalni zid. Veza izmedu S§tapova i grede, poda i vertikalnog zida
ostvarena je cilindri¢nim zglobovima (slika 4.31). Zanemarujudi tezinu
grede i Stapova kao i trenje u zglobovima, graficki, primjenom
Kulmanove metode, odrediti intenzitet, pravac i smjer sila u Stapovima
u ravnoteznom polozaju sistema.

L/
H
Ve _
@,/ Y
L/
£
—
A c_ B
7
L/
e I CE I
D| E
V?’// 7 '/E
1mb 1m 1m

Slika 4.31 Sematski prikaz grede i njenog uévrséenja

RjesSenje:

Greda AB oslobodena veza, uz pretpostavku da su Stapovi napregnuti
na zatezanje, prikazana je na slici 4.32a. Za crtanje plana polozaja
koristimo razmjeru za duzinu U. = 0,5 m/1 cm, a za silu usvajamo
razmjeru Ur = 20 kN/1 cm.

Da bi greda AB bila u ravnotezi, sile u Stapovima I, II i III moraju

uravnoteziti silu F . Dakle silu F trebamo rastaviti na tri komponente,

odnosno sile F,F,iF; za koje su poznati pravci djelovanja.

Primjenjujué¢i Kulmanovu (Culmann) metodu, prvo u planu polozaja
(slika 4.32a) definiSemo presjecne tacke IV i V pravaca sila

GiFyteFiF,.
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b) Plan sila ¢
Slika 4.32. Graficko rjeSenje zadatka 4.3.

Tacke IV i V spajamo Kulmanovom linijom K, koja definiSe pravac
pomoéne Kulmanove sile. Pravac Kulmanove sile definiSe pravac

rezultante sila GiF, i pravac rezultante sila F, i F,. Krenut ¢emo od
para sila gdje nam je jedna sila poznata: G i F; . Silu G razlozit ¢emo
na dva poznata pravca: sile 15‘31 pomocne Kulmanove sile. Zatim
prelazimo na par 1:“1 iF“Qi pomocu poznate Kulmanove sile dobijamo
trokut sila, koji definige veli¢inu sila F, iﬁz. Smjer obilazenja (oznacen
na slici) u dobijenom poligonu sila (slika 4.32b) odreden je smjerom sile
G . Poligon sila je zatvoren, imamo dakle ravnotezu sistema. Na taj
nacin je definisan pravac, smjer i intenzitet sila 13‘1, 1:“2 iﬁ‘s .

Intenzitet sila  Fj, F, i F; izratunavamo pomocu izraza:

F =cd-Up, F, =bc-Up, Fy =da-Ug,

F, =10cm 20kN F, =3,55cm 20kN F; =3,55cm 20kN
lem lem lcm

F, = 200kN F, = 71kN F, = 7T1kN
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Zadatak 4.4 Dizalica za opsluzivanje Simens-Martenove peci prikazana
je na slici 4.33. Za donji dio kolica A, koja se mogu pomjerati duz
kolosjeka na pokretnom mostu B, uévrscen je stub D koji nosi lopatu C.
Stub se moze obrtati oko vertikalne ose. Odrediti tezinu kolica, stuba i
kaSike da ih teret od Q = 15 kN na lopati C ne bi preturio. Rastojanje
ose tockova kolica i ose OA je 1 m, a rastojanje OC iznosi 5 m. Uzeti da
tezina kolica, stuba i lopate djeluje duz ose OA.

y
1m 1m
E @A il &) AK
&7 \SZ4
A
F Fx
)
©
F=2F ST
G 1o o
5m

Slika 4.33 Sematski prikaz dizalice za opsluzivanje SM pedi
RjeSenje:
a) Analiticko rjeSenje
Sistem kolica sa stubom i lopatom, koji posmatramo kao cjelinu (kruto
tijelo) osloboden veza prikazan je na slici 4.34. Uticaj mosta dizalice B
na kolica A definisan je silama F i Fy koje djeluju na tockove kolica.

Sa slike je ocigledno da na posmatrani sistem djeluje ravanski sistem
proizvoljnih (paralelnih) sila. Staticki uslovi ravnoteze za usvojeni
koodinatni sistem xOy glase:

2X=0
2Y=0
Fk—FE—G=0Q =0 it (@)
2Mk=0
FE- 2+ G- 1=0Q -4 =0 ottt (b)
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Slika 4.34 Dizalica oslobodena veza
Ocigledno je da nam se u dvije jednacine javljaju tri nepoznate veliC¢ine
(sile Fy, Fy i G) koje, iz tih jednacina, ne mozemo odrediti, ali mozemo
iskoristiti uslov zadatka da tezina kolica, stuba i kasike (G) bude

odredena iz uslova da za Q = 15 kN ne dode do preturanja dizalice. U
tom slucaju je:

FE =0 i (c)
a jednacine (a) i (b) prelaze u oblik:

F— G = Q=0 et (d)
G 1 = Q8 = 0t (e)

Iz jednacine (e) u tom slucaju slijedi da tezina kolica, stuba i kasike
mora biti:

odnosno:
G>4-15kN G =60kN

Pri tome je na osnovu jednacine (e) sila Fx jednaka:

Fk=60+ 15=75kN.
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b) Graficko rjesenje

b) Plan sila

a) Plan polozaja

Slika 4.35 Graficko rjesenje zadatka 4.4.

Graficko rjeSenje zadatka svodimo na primjenu veriznog poligona. Na
osnovu usvojene razmjere za duzinu Up = 1 m/1 cm crtamo plan
polozaja (slika 4.35a) istiCuéi bitne geometrijske velic¢ine (rastojanja
izmedu pravaca sila). UsvojivSi razmjeru za silu Ur = 15 kN/1 cm na
osnovu plana polozaja definiSemo plan sila (slika 4.35b), crtajuéi u

planu sila prvo poznatu silu G . Zatim u planu sila proizvoljno biramo
pol P i povlac¢imo polne zrake 1 i 4. U planu polozaja iz proizvoljno

izabrane tacke I na pravcu sile G povla¢imo paralelne pravce koji u
tackama II i III sijeku pravce sila Fy i G . Ako tacke II i III spojimo dobit

¢emo zavrS$nu stranicu ili zakljuénicu veriznog poligona z. Povlaceéi
pravac paralelan zakljuéci z iz pola P, u planu sila, dobijamo veli¢inu

trazenih sila FK i G, definisanu presjekom zakljuénice z i vertikalnog
pravca (koji definiSe pravce sila FK i é) povucenog iz kraja sila G
(tacka b).

Intenzitet sila Fi i G definisan je izrazima:

Fy =cd-Ug G=bc-Ug,
FKzschSkN G - 4cm LOKN

lcm lcm
Fy = 75kN G = 60kN
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Smijer sila Fy i G definiSemo zatvaranjem poligona sila.

Zadatak 4.5 Dva §tapa ABi CD zglobno su vezana u tacki D. U tackama
A i C ucvrSéena su za horizontalnu tavanicu pomocu zglobova (slika
4.36). Tezine Stapova su iste i iznose G = 500 N. Na kraj Stapa AB
okacen je teret tezine Q = 2000 N. Odrediti otpore u zglobovima A, Ci D
akoje AB=AC=1m, CD =0,897 m, o = 60°1i 3 = 450,

L L

Slika 4.36 Sematski prikaz sistema Stapova i tereta

RjesSenje:

Sistem, osloboden veza u tackama A i C, prikazan je na slici 4.37.
Oc¢igledno je sa slike da na sistem Stapova djeluje ravanski proizvoljni
sistem sila, pri éemu se u zglobovima A i C javljaju €etiri nepoznate sile
(komponente reakcija u zglobovima A i C). S obzirom na to da za
navedeni ravanski sistem sila mozemo postaviti samo tri staticka uslova
ravnoteze, ocigledno je da ne mozemo izvrSiti analizu sistema u cjelini.
Dati sistem Stapova moramo rastaviti i posmatrajuéi ravnotezu svakog
Stapa posebno, do¢i do ravnoteze sistema u cjelini.

Slika 4.37 Sistem Stapova kao cjelina osloboden veza
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Na slici 4.38 prikazani su §tapovi AB i CD oslobodeni veza ¢iji je uticaj
zamijenjen reakcijama veza.

b) Stap CD

Slika 4.38 Stapovi kao podsistemi oslobodeni veza

Staticki uslovi ravnoteze za Stap AB (slika 4.38a)
koordinatni sistem xOy definisani su jednac¢inama:

>X=0

za usvojeni
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dM, =0

_G%COSCI—Q-Ecosa—X}J +AD'-sing -Y, - AD"-cos =0 ........ ()

Staticki uslovi ravnoteze za §tap CD (slika 4.38b) za usvojeni
koordinatni sistem xOy definisani su jednac¢inama:

>X=0

X = X = 0 e (d)
d>Y=0
Y 4 Y, m G =0 e e (e)
dM_ =0
b . _
G?cosﬂJrXD-CD-sm/)’—YD-CD'cos,Bzo. ................................ 4]
Uz navedene sisteme jednacina vaze i jednacine:
X = X s ettt —t ittt ittt aaaaaaraaaaa (g
D2 (h)
B = B ittt e e e et aaaea s (i)
= X H Y oo a e 4)
Y,
B 7 = e oottt t ittt araaaaa (k)
XD
V= ATCEE e oottt araaaaa (1)
D
B = X Y oo (m)
L 0 = e et (n)
A
D = AT C g o oot aae (0)
A
B = X 4 Y oo (p)
B 0 = 0, ittt ittt —— et ——a————————————————ta———a—————aaaaaaaaa———————— (r)
(e}
O = AT C o, ceni e (s)
C
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a prema datim podacima, duzinu AD' izracunavamo prema sinusnoj
teoremi (slika 4.37):

AD CD  AC

- =— =— B eeeeee e (t)
sinf sina sin75
AD=AD' =CDMP G SL (w)
sina sin75°
AC = AD'=0,897 0,707 10,707 _ 0,73m
0,866 0,966
Iz jednacina (c) i (f) slijedi:
—Gﬁcosa—Gﬁcosa—YﬁAD'cosa
v 2 '
X, = —— (c)
AD'sin¢
Y, ~@cosﬂ - G%cosﬁ
X S e (f)

@sinﬂ

Na osnovu jednacine (g) slijedi:

Y, ~@COSIB—G%COSIB —G%cosa—@@cosa—YlsAD'cosa

—— - — L)
CDsin AD'sina

Uvrstavanjem brojc¢anih vrijednosti dobijamo:

Y, -0,897-0,707 - 500 527 —500%-0,5—2000-1-0,5—1@ .0,73-0,5
0,897-0,707 - 0,730,866

odnosno:

YD — 250 = = 1779,49 — 0,58 Yi\ wevoreeeeeeeereseeeeeeeeeeeeeseeeeseeeesseeseneeeon. (2)

Yp + 0,58 Y, = - 1529,49
Na osnovu jednacine (h) dobijamo iz jednacine (z):

_1529,49
p 1,58

odnosno:
Yp =-968,03 N
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Negativni predznak u rezultatu ukazuje na pogreSnu pretpostavku o
naprezanjima §tapova, odnosno smjer djelovanja sile Y, =-Y, je
suprotan od naznacenog na slici.

Iz jednacine (f) slijedi:

(YD - gj@cos p

C_Dsinﬂ

X, = :[YD —chtgﬂ
2

X, :(—968,03—5L20J~1

X, =-1218,03N.

Sila X, =-X, takode, prema predznaku, djeluje suprotno od
naznacenog smjera.

Na osnovu jednacine (j) intenzitet sile u zglobu D iznosi:

F, = X2 + Y2 =/(-1218,03) +(-968,03)’
Fp = 1555,85 N
F, = F, =1555,85N

a pravac djelovanja sile F, =-F, definisan je jedna¢inom (I) iz koje
slijedi:
Y, (-968,03)
y =arctg— =arctg——
X, -1218,03
y =38,48° ili y = 38°28'48".

Iz jednacina (a) i (d) slijedi:

X, = X; ........................................................................................... @)
X = XDt e (d)
odnosno:

XA:XC:X‘D:XD ........................................................................... (W)

X, =X.=X,=X,=-1218,03N

Dakle i sile X, i X, imaju suprotan smjer od smjera naznacenog na
slici.
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Sile YA i YC izracunavamo iz jednacina (b) i (e) iz kojih slijedi:

Y =Y G A Q i (b')
YO = G = YD (e"
odnosno:

Ya =-968,03 + 500 + 2000 = 1531,97 N
Yc = 500 - (-968,03) = 1468,03 N

Intenzitet i pravac djelovanja sila F, i F. definisan je jedna¢inama (m),
(0), (p) i (s) na osnovu kojih prema slici 4.38 slijedi:

F, = X3 +Y] =/(-1218,03) +1531,97 = 1957,17 N

Y, 1531,97
p=arctg—=arctg———
X, (—1218,03)

@=-51,51° ili p = -51°30'38"

F, = (X2 + X2 = [(-1218,03) +1468,03” =1907,54 N

Y, 1468,03
=arctg———
|Xc| 1218,03

5 =50,32° ili § =50°19'12"

0 =arc tg
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Zadatak 4.6 Homogena pravougaona ploca tezine G = 200 N,
dimenzija ax b =40 cm x 30 cm u tackama Bi C vezana je zglobno,
pomocu dva Stapa zanemarive tezine, za pod i vertikalni zid (slika
4.39). U tacki A plota se oslanja na kosi glatki zid koji sa
horizontalom zaklapa ugao od 459. Ploca ABCD opterecena je
spregom sila momenta M = 60 Nm i silom F = 400 N. Odrediti
analitic¢ki i graficki sile u Stapovima I1iII i reakciju kosog glatkog zida

u tacki A.
F a
/
/68 c®p
D[\." R
. . * : . * . -
AN M , g
. . T o e g
. . ¢ ' . . . 'Q ;
ANl . 4
. G . .
A "B
A O,

[ o)
SITTT777 77777777777 777777777777/

Slika 4.39 Homogena ploca opteredena sistemom
proizvoljnih sila i spregom sila
Rjesenje:
a) Analiticko rjeSenje

Na slici 4.40 prikazana je ploca ABCD oslobodena veza ¢iji je uticaj
zamijenjen reakcijama veze. UzevSi u obzir pretpostavku da su Stapovi I
i II napregnuti na zatezanje, staticki uvjeti ravnoteze proizvoljnog
ravanskog sistema sila, za usvojeni kordinatni sistem xOy, definisani su
jednac¢inama:

2X=0
F. cos 600 + Fo + FasSIN 450 = O.cuivniiiiiiiiiiiiiiii e (a)

2Y=0
Fa-cos 450 — F- sin 600 — G—F1 = O.euiiniiiiiiiiiiiiiiiie e (b)

2>Mp=0

FA.b.sin45°—§))z—G%—a~a=o .................................................... (©)

10&



4-RAVANSKI SISTEM SILA

7Y a
& cl 9. .
D .u . I e
J F.
M <
T
& Q
. é».
: O X
@ [B,
R

Slika 4.40 Homogena ploca oslobodena veza

Iz jednacina (b) i (c) slijedi:

F1=Facos 459 —F Sin 600 — G...ooviriiiiiiiiiiiie e

Izjednacavanjem desnih strana jednacina (b') i (c') dobijamo:

F,cos45° - Fsin60° - G = FA2s1n45° RG]
a a 2
odnosno:
S
Fsin60® + & -2
F, = . 2 B e,
[cos 459 - sin450j
a
200 60
F, = 0.4

( ,

F, =1676,75 N.

)

Iz jednacine (b') mozemo izrac¢unti intezitet sile u Stapu I:

Fi = Facos 459 -F sin 600 - G =
=1676,75-0,70711 - 400 - 0,86603 — 200
= 639,23 N

(101



STATIKA

Silu u Stapu II mozemo izrac¢unati iz jednacine (a) prema kojoj slijedi:

Fy = - FasSin 459 — Fcos 600 ..o @)
F»,=-1676,75-0,70711 -400 - 0,5 = - 1385,65 N.

Prema predznaku ocigledno je da sila F, ima suprotan smjer, odnosno
§tap II napregnut je na pritisak.

b) Graficko rjesenje

U ovom sluc¢aju mozemo da primijenimo Kulmanovu (Culmann) metodu,
odnosno imamo slucaj kada je potrebno silu poznatog pravca,
intenziteta i smjera rastaviti na tri komponente poznatog pravca
djelovanja. Na osnovu usvojene razmjere za duzinu Up = 1 cm/1 mm
prvo crtamo plan polozaja (slika 4.41a) a nakon toga, usvojivsi razmjeru

za silu Ur = 200 N/1 cm, crtamo planove sila (slika 4.41b). Kod crtanja
plana polozaja da bi primijenili Kulmanovu metodu prvo smo izvrsili

rastavljanje datog sprega M i sile G (tezina ploce) pri éemu dobijamo
silu koja je po pravcu, smijeru i veli¢ini jednaka G (d=9/G=0,3m).
Dakle, sada na ploc¢u djeluju samo sile F i G ta¢no definisanog pravca,
smjera, intenziteta i napadnih tacaka (slika 4.41a). Da bi ploca bila u
ravnotezi sile u Stapovima moraju uravnotezavati silu F“R koja
predstavlja rezultantu sila F i G . Sila F“R je u planu sila odredena kao
zbir vektora sila F i G . Izborom pola P definisane su polne zrake 1, 2 i
3 na osnovu kojih, povlacedéi zraku 1 i 2 iz proizvoljno izabrane tacke L

na pravcu sile G, u planu polozaja definiSemo verizni poligon.
Presjekom prve i zadnje stranice veriznog poligona (tacka M) definisana

je tacka na pravcu rezultante Fj. Kroz tacku M paralelno sili F, u
planu sila, povlacimo pravac koji definise silu F, u planu polozaja.

Treba istac¢i da se pravac rezultante F‘R u planu polozaja mogao
definisati Jednostavnlje tackom S koja predstavlja presjecnu tacku
pravaca sila F i G, a ujedno je tacka koja mora lezati na pravcu
rezultante F,. Kada smo definisali polozaj rezultante F, u planu
polozaja, dalje primjenjujemo Kulmanovu metodu odnosno rezultantu
F, rastavljamo na njene tri komponente F,F,iF, ¢&iji su pravci
djelovanja poznati. U tu svrhu definiSemo presjeéne tacke III i IV
pravaca sila F, i F, te K 1132. Tacke III i IV spajamo Kulmanovom
linijom K, koja definiSe pravac pomoéne Kulmanove sile, pri ¢emu
pravac Kulmanove sile definise pravac rezultante sila Fy i F, kao i sila

F, i F,. Polazeéi od tacke IIl crtamo trokut sila F,, F, i pomocéne
Kulmanove sile. Zatim prelazimo na tacku IV i pomocéu pomocne

10)
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Kulmanove sile dobijamo novi trokut sila koji definiSe velic¢ine sila
F i F,.

S 200N
@ =
'/ F lcm
i:1cm
Up
i=20m
Ur
f’; A
gt
G
ac=a'b'=-—R =29cm

a) Plan polozaja b) Planovi sila
Slika 4.41 Graficko rjesSenje zadatka 4.6

Smjer obilazenja (oznacen na slici) u dobijenom poligonu sila odreden je
smjerom sile Fj. Poligon sila je zatvoren, imamo, dakle, uravnotezen

sistem. Na taj nac¢in je definisan pravac, smjer i intenzitet sila F,,

F iF,.
Intenzitet sila F,, F, 1132 izratunavamo pomocu izraza:
F,=b'c" Uy = 8,38cmM =1676 N
lem
F=d'a-Up =3,2cm 200N _ 640 N
lem
F,=c'd"-Up =6,93cm 200N _ 1386 N
lem
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Primjer 4.7 Homogena greda AB tezine G, duzine 21 oslanja se krajem A
na vertikalni glatki zid. Drugi kraj B pridrzava uze, koje ucvr§éeno u
tacki C (sl. 4.42).
Za ravnotezni polozaj potrebno je izracunati:

- silu u uzetu S,

- reakciju u osloncu A i

- ugao a koji mora zatvarati greda u odnosu na zid.
Zadano je G= 500 N, p=45°.

Slika 4.42 Homogena greda

RjesSenje:

a) Analiticko rjeSenje

Greda prikazana na slici 4.43 oslobodena je veza. Uticaj veza je
zamijenjen reakcijama. Prikazani sistem predstavlja djelovanje sila u
ravni. Da bi sistem bio u ravnotezi mora zadovoljavati tri poznata uslova
ravnoteze u ravni:

D X=0 Fy=S-SINB=0 oo (a)
DY =0 S:COSA=G =0 i (b)
D Mg=0 G-X=Fy Y=0 oot ()

Iz jednacine (b) dobivamo vrijednost sile u uzetu:

s-_G =50042 =707,1 N
cos f

Iz jednacine (a) je:

F, =S-sinf = sinf =G tgp

cos 3
F, =500 N
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o
c Fa o a
Y G
S
b

Slika 4.43 Homogena greda oslobodena veza

Rastojanja x iy su sa slike:
x=I[-sina

y=2l-cosa

Jednacina (c) daje:
G-l-sina-G-tgf-2l-cosa =0

sina —+2cosa =0

tga=\/§

a=54,7°
b) Graficko rjesenje:

Reakcije Fa i S odredice se tako da se vektor G rastavi na dva poznata
pravca, pravac Fa i S. Kroz tacku a vektora G povuce se pravac
paralelan Fa, a kroz tacku b pravac paralelan S. Presjecna tacka ta dva
pravca je c i ona odreduje intenzitete vektora Fa i S. Da bi greda AB bila
u ravnotezi aktivna sila G i reakcije Fa i S moraju zatvarati trokut sila.
Na taj nacin grafickim putem odredeni su smjer i intenzitet reakcija, a
pravci su ta¢no odredeni prilikom oslobadanja tijela od veza.
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Primjer 4.8 Homogena pravougaona plo¢a 6x8dm tezine G = 400 kN
zglobno je vezana u tacki B i zategnuta uzetima koja su prebacena
preko koturova. Na kraju jednog uzeta visi teret Fi= 100 kN, a na
drugom kraju teret F. Graficki i analiticki odrediti veli¢inu tereta F i
otpor zgloba B u ravnoteznom polozaju (sl. 4.44).

Ay =
y NN
R .
b Fux :
- G
F -
7 Fay
M
Slika 4.44 Homogena ploca Slika 4.45 Plo¢a u ravnoteznom
polozaju

RjeSenje:

a) Analiticko rjeSenje

Olobadanje od veza i nanoSenje reakcija daje plan polozaja, prikazan na
slici 4.45.

Uslovi staticke ravnoteze u ravni su a, bic:

D X =0Fgy-F-Sina+F CoSA=0 .oooririiiiiiiiiceieicenc . (a)
ZY:OFBY—G+F~cosa+Fl~sina=0 ............................................ (b)
D Mg =0F 8+F-6-G-5=0 .ceooeorrrrrrrririiriirisisinieeee e ()
8 4
B O = = — ettt ettt ettt ettt d
ga=rc=7 (d)
sina = tga —4 ........................................................................ (e)
1+tg2a 5
O (S ettt ettt ettt ettt et et et e aeane H

Iz jednacine (c) dobiva se:
F = M = 200kN

Iz jednacine (a) dobiva se:
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Fgx =F-sina - F, -cosa=100N
Iz jednacine (b) dobivamo:
Fp, =G-Fcosa-F sina=200N

Fy = \/F2y + F3, =\/1002+200% =100/5 kN

b) Graficko rjesenje

Up = 100N

lcm
F=da-Up =200N
Fg=cd-Up =201N

Na plocu djeluju sila tezine Gi poznata silaﬁl. Rezultanta te dvije sile je

R koja ima pocetak u pocetku prve nanesene sile (tacka a), a kraj u
kraju druge nanesene sile (tacka c). Pravac rezultante prolazi kroz

presjecnu tacku sila 15‘1 iG (tacka M na slici 4.45). Rezultantu R treba
rastaviti na pravac sile F koji je poznat i pravac I:“B koji treba prethodno
odrediti. Da bi plo¢a bila u ravnotezi pravci R, F i Fy moraju se sjeci
u jednoj tacki (tacka N). Tacka N je presjecna tacka F i R, a kroz tu
tacku i tacku B prolazi pravac reakcije Fy. PoSto su poznata oba pravca
sila F i Fy ostaje da se R razlozi na 2 poznata pravca. Smjerovi F i Fy

su takvi da sa R zatvaraju trokut sila.
a

>
F

Q¥
SV

C

>
b Fq

Slika 4.46 Plan sila
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Primjer 4.9 Homogena ploca oblika jednakokrakog trougla tezine 3G,
klizi bez trenja po unutrasSnjoj strani cilindra glatke povrSine
polupreénika r. U tjemenu C ploc¢a nosi teret G; (slika 4.47). Odrediti
polozaj ravnoteze (ugao ) uzimajué¢i da je AB=BC=r. Kolika je
minimalna tezina tereta za slucaj da sila dodira u tacki A bude jednaka
nuli?

Slika 4.47 Plo¢a u obliku jednakokrakog trougla
RjesSenje:
Analiticko rjeSenje
Ploca, oslobodena veza, sa aktivnhim silama tezine 3G i tereta 5}1, koje
djeluju na plocu, prikazana je na slici 4.48.

Slika 4.48 Ploca oslobodena veza

Cetverougao ABCO je romb:
OO1=OlB=7‘/2

OT=0B-BT=r-2L -2,
32 3

Uslov ravnoteze trougaone ploce je da nema obrtanja u ravni:

D Mgy =G, -r-sin(60° - y) - 3G - OT - siny = 0

103




4-RAVANSKI SISTEM SILA

G, - r(sin60°cos i — cos 60°sin1//)—3G-%r -siny =0

Glgcosy/ —Glésiny/ -2G-siny =0

Glx/g -Gitgy -4G -tgy =0

Kada se tacka A nade na horizontalnom prec¢niku (slika 4.49), reakcija
Fa je jednaka nuli. Za taj slu¢aj y=30°, Sto se vidi iz trokuta OCA.

Minimalna tezina tereta u tom slucaju moze se odrediti iz prethodnog
izraza (b) za tangens ugla y.

Gf3

4G + G,

§4G+§Gl =G\3

G, =2G

tg30° =

36
Slika 4.49 Polozaj plo¢e kada je reakcije Fa jednaka nuli

Primjer 4.10 Prizmati¢ni Stap AB tezine G i duzine [ oslonjen je na
glatki zid (bez trenja). Kraj B Stapa opterecen je silom F. Nadi ugao «
koji §tap mora zaklapati sa horizontalom pri ravnoteznom polozaju i
odrediti veli¢ine reakcije u osloncima Stapa A i B (slika 4.50).

Zadano je:
[=100 cm
a=40 cm
G=50N
F=70N
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Slika 4.50 Prizmaticni Stap AB
RjesSenje:
a) Analiticko rjeSenje
Uslov ravnoteze tijela u ravni je da je glavni vektor svih sila jednak nuli i

da je moment glavnog vektora za bilo koju tacku ravni jednak nuli.
Prethodni zahtjevi daju tri uslova ravnoteze u ravni (slika 4.51b):

> X=0 Fu=FoSING =0 oo, (a)

>Y=0 e LY o SR (b)
a 1

ZMA:O Fe —G=cosa—-F:l-cosa=0.......cccceecnniinnnn. ()
cosa 2

Iz jednacine (b) dobiva se:

F+G .
B o e (b
cosa

Uvrstavanjem (b') u jednacinu (c) dobiva se:

F+G _a —Gicosa—F-l~cosa:0/~cosga

COSa cCoso

(F+G)oa—Gécose’a—Fcl~cossa=O
(F+G)-a=(G-é+F~l)cos3a

.,  (F+Gla  (50+70)-40 48
oS = T 750.50+70.100 95
G- +Fl OV AU

=0,505

cosa = 0,505
cosa =0,796
a =37,25°
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Jednacina (b') daje intenzitet reakcije Fy:

_F+G 120

FC
cosa cosa

=150,75 N.

Jednacina (a) ) daje intenzitet reakcije F“A :

F, =F.sina =90,79 N.

b) Graficko rjeSenje
25N

- lcm

Fy=cd-Up=90,8 N

F.=da-Ur =150,8N

Ur

Sile G i F su poznate i one se u usvojenoj razmjeri nanose (slika 4.51a).

Duz ab predstavlja silu G, a duz bc predstavlja silu F. Iz tacke c

povlaci se poznati pravac sile F,. Iz tacke a povlaci se poznati pravac

sile F.. U presjeku ova dva pravca dobiva se tacka d . Duz cd odreduje

intenzitet sile F,, a duz ad intenzitet sile F.. Smjer sila odreden je

uslovom ravnoteze: kako je glavni vektor sila jednak nuli to ¢e sve
prikazane sile praviti zatvoren poligon sila. Na slici sila ]:“A ima smjer

od c ka d i sila F. smjer od d ka a.

a
G|

b | -

£,

F

C =_—d

Slika 4.51a Plan sila

Slika 4.51b
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Primjer 4.11 Tacka M tezine G stoji u ravnotezi na unutrasnjoj glatkoj
polukruznoj povrsini pomocu tereta Q objeSenog preko koloture u tacki
A. Odrediti veli¢inu pritiska N kojim teSka tacka M pritiS¢e na glatku
povrsinu i odrediti ugao « u ravnoteznom polozaju (slika 4.52).

Zadano je: G= 100 N, Q = 50 N.

Slika 4.52 Tacka na polukruznoj pouvrsini

RjeSenje:

Analiticko rjeSenje

Psmatrat ¢e se ravnoteza materijalne tacke.U tu svrhu materijalna
tacka je oslobodena veza, a njihov uticaj zamijenjen je reakcijama veza.
U planu polozaja, prikazanom na slici 4.53 prikazane su reakcije veza i
aktivna sila tezine, koje djeluju na materijalnu tacku.

Slika 4.53 Tacka u polozaju ravnoteze

Uslovi ravnoteze tacke su:

> Xx=0 Ncosa—Qcos(90—%)=O ...................................... (@)
Iz ovog uslova, reakcija polukruzne putanje N moze se izraziti:
Ncosa — Qsin% =0

. a
sin—
© 2

N o e (@)
CcCosa
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ZMO:O G~R~cosa—Q-R-cos%:0 ................................. (b)

Vrijede trigonometrijski izrazi:

oS @ = 082 L — SN2 L e, (o)
2 2

SINZ = 1= COSZ o (d)

Izraz (c) se uvr§tava u (b):

2

G -cos —G~sin2%—QcosZ=O .................................................... (b')

2

Izraz (d) se uvrstava u (b')

G-co8? L —G(1-c082 L) = Q- COSZ =0 oo b"
cos 5 (1-cos 2) Q0052 (b")

2G~cosQ%—Q~cos%—G=O

a_Q+yQ*+8G*

4G

[=02 ] 2
3250+ 50° +8-100 ~ 0,842

2 4.100

COos

COS

% _ 39,50 o = 65°
2

Za izraCunatu vrijednost ugla o, iz izraza (a') moze se izracunati
vrijednost reakcije N:
N Q -sin32,5°

=63,6N
cos 65°
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Primjer 4.12 Kvadratna ploca tezine G = 20 kN objeSena je pomocu
uzeta DE za tacku E vertikalnog glatkog zida, na koji se oslanja u tacki
A. Odrediti ravnotezni polozaj uzeta, odnosno ploce (ugao ¢, silu u

uzetu DE i reakciju zida u tacki A (slika 4.53).

AOUNSONONUNNNN NN NN NN N

B 8448

Slika 4.54 Plo¢a u ravnoteznom

Slika 4.53 Kvadratna ploca
RjesSenje:
Analiticko rjeSenje
Uslovi ravnoteze ploce ABCD su:

> X=0 Fy—SSina=0 .cccoovevvieiaenennn.,
dYy=0 SCOSA~G =0 iooveriereieieeieeiennn
ZME=O FA~2a~cosa—Gafcos(45—a)=

Sredivanjem izraza (c) dobiva se:

2F,cosa —%Gcos(45° -a)=0

2F,cosa — gG(cos 45°cos @ +sin45°sina) =0

polozaju
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FAcosa—%Gcosa—%Gsina:O ..................................................... (c)

Iz izraza (a) i (b) sile Fai G su:

F i =SSINO ittt (@)
G = S COS @ ettt aae (b))
Dijeljem prethodna dva izraza dobiva se veza sila Fai G
F,
B O = e d
ga=-"2 (d)
Fp =G ot ceeieiiii e (d)

UvrsStavanjem izraza (d') u izraz (c') dobice se izraz iz koga se moze
izrac¢unati nepoznati ugao « .

G-tga-cosa—%G-cosa—%Gsina:0 /:G

sina—l~cosa—l-sina:0 /-4
4 4

3-sina =cosa /:cosa

3~tga=1

Iz izraza (a') i (b') dobivaju se intenziteti sila Si F,:

G
cosa
F, =Ssina =6,67 N

S =

=21,08 N
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Primjer 4.13 Valjak radijusa r i tezine G privezan je pomocu uzeta za
nepomic¢nu horizontalnu ravninu prema slici 4.55. Kolika je reakcija
podloge u tacki E, ako je poznata sila u uzetu S i ako je zadano
AE=EB=a?

///A/77////E///77 B’///

Slika 4.55 Valjak
RjesSenje:
Analiticko rjeSenje
Valjak je osloboden veza. Njihov uticaj je zamijenjen reakcijama. U
planu polozaj na slici 4.56 nanijete su reakcije veza i aktivna sila tezine.

A *TE B
N

Slika 4.55 Valjak u ravnoteznom polozaju
Staticki uslovi ravnoteze su:
> X=0 —S;SINA+S,SINB =0 i (a)
dYYy=0 N=G=25C0S =0 ciooiieieeeeeeeeeeeeeeeeee e (b)

Iz izraza (a) dobiva se da je vrijednost sila u uzetima jednaka:

S =8 =S e, (a)

Izraz (b) daje intenzitet reakcije podloge N :
L Y oo 1Yy - I € PPN (b')
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Odredice se veza izmedu uglova « i f na osnovu geometrije na slici 4.55:
XOAC =<0OAE =«

£ =90° -2«

cos f# = cos(90° - 2¢) = sin 2«

tga=£
a
sin2a=2't—g2a:cos/5’
1+tg” «
r
2
2-a-r
cosf=—94 =
r? a?+r?
1+

Uvrstavajuéi vrijednost za cosf dobiva se vrijednost reakcije podloge N :

4.a-r

a2 +7‘2

N=G+S

Primjer 4.14 Na polukruzni lezaj u njegovoj tacki A djeluje sila F =
202 N, ¢ija napadna linija gradi ugao a=45° prema vertikali (slika
4.56). Odrediti velicine reakcija kuglica B i C kao i oslonca D graficki i
analiticki.

Slika 4.56 Polukruzni lezaj

RjesSenje:
a) Analiticko rjeSenje

Prvo se uklone veze prstena sa okolinom. Njihovo djelovanje zamijeni se
reakcijama (slika 4.57). Da bi prsten bio u ravnotezi pod uticajem
aktivnih sila i reakcija moraju biti zadovoljeni uslovi ravnoteze u ravni:

> X=0 Fsin45° + F cos60° — FcoS60° =0 ...oovvnvrvienienenane (a)

617
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ZY =0 —Fcos45°+ F5sin60° + Fsin60° - Fp =0 ....ccocoueennnen. (b)
> My,=0 T ° T =0 e, ()
Fo
X
PN

Slika 4.57 Polukruzni prsten osloboden veza

Iz izraza (c) dobiva se vrijednost reakcije u osloncu D:
Fry=Fcos45° =20 N ....ccoiiiiiiiiiiiiiii (c)
Kako vrijedi cos60° =sin30°1sin60° =cos30°, izrazi (a) i (b) mogu se
napisati u obliku:
Fsin45°+ Fgsin30° - F-sin30° =0 [-c0S30° Loiiiiiiiiiiiiii (a'
—Fcos45°+ Fgcos30°+ F.cos30°-F, =0 /-sin30° ....cooviinnnen. (b"
Nakon naznacenog mnozenja i sabiranja prethodna dva izraza i uz (c'),
dobiva se:
2Fg sin30°cos 30° = F(2cos 45°sin 30° — sin 45° cos 30°)
Fy =5,4N

sin45°

o]

Fo =Fg+F

=454 N
sin

b) Graficko rjeSenje pomocéu metode Kulmana

Na lezaj djeluje aktivna sila F. Nakon uklanjanja veza njihovo
djelovanje zamjenjuje se reakcijama FC , FB 1FD ¢iji su pravci poznati.

Sila F je ujedno rezultanta aktivnih sila i treba je razloziti na 3 poznata
pravca. Prvo se odredi presjecna tacka sile F i pravca jedne nepoznate
sile, npr. sile FB (tacka M, slika 4.57), a zatim presjek pravaca preostale

1 13
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dvije nepoznate sile ﬁ‘c i F, (tacka N). Kroz tacke N i M povuce se
Kulmanova linija. Da bi polukruzni lezaj bio u ravnotezi oba para sila
(F, Fg i F., Fp) moraju imati rezultatu koja lezi u pravcu Kulmanove
linije. Te dvije rezultante morat ¢e biti istog intenziteta, a suprotnog
smjera. Time ¢e se njihovo djelovanje medusobno ponistiti i lezaj ce biti
u ravnotezi.

Pri grafickom odredivanju nepoznatih sila krene se od para gdje je
poznata jedna sila. U ovom slucaju to je par F, Fg. Sila F se rastavi
na poznati pravac sile Fy i na pravac Kulmanove linije (slika 4.58). U
presjeku navedenih pravaca dobiva se tacka c. Njome su odredeni
intenziteti sile F‘B i rezultante prvog para sila K . Drugi par sila imat ée
istu rezultantu, samo suprotnog smjera. Sada se rezultanta K rastavlja
na poznate pravce drugog para sila F., F, U presjeku ova dva pravca

dobiva se tacka d. Njome su odredeni intenziteti sila. F., F;,. Sada je

lezaj u ravnotezi i sile (1:“, FB , I:“C , I:“D) ¢ine zatvoren poligon.

Slika 4.58 Plan sila
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Primjer 4.15 Ljestve tezine G = 300 N opterecene su u tacki C
vertikalnom silom F = 500 N prema slici 4.59. Zid i pod su savrSeno
glatki i klizanje ljestvi sprijeCeno je uZetom DE. Graficki i analiticki
odrediti reakcije u A i B i silu S u uzetu.

r,',////// 77 /////];/

' Slika 4.59 Ljestve
RjesSenje:
a) Analiticko rjeSenje

Prvo se uklone veze ljestvi sa okolinom. Njihov uticaj zamjeni se
odgovorajué¢im reakcijama, Sto je prikazano plan-polozajem na slici

4.50a
- d
ik
2 A

0

X/
/ WE A
/
N G
D 3
o3
c
BY . lcos 60°
Fa

Slika 4.50a Ljestve oslobodene Slika 4.50b Plan sila
veza

12&
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Da bi ljestve bile u ravnotezi, tri uslova ravnoteze u ravni moraju biti
ispunjena. Iz tih uslova odredice se nepoznate reakcije.

DX =0 S:c0830°=Fy =0 oo ()

DY =0 Fg-S-8in30°=G=F =0 cooosrrrrriiiinininiiniccicis (b)
. l 3l 2
ZMB:O FAl-s1n60°—GE-cos6O°—FZ-cos6O°—S~l-cos 60° =0 (c)

Iz jednacine (a) dobiva se izraz za vrijednost sile Fa:

Iz jednacéine (c), sa uvrS§tavanjem prethodnog izraza, dobiva se vrijednost
sile S:

cos 60° - ((2; + ?)Fj

=525 N

~ sin?60° - cos? 60°
Iz izraza (a') i (b) dobiva se vrijednost sila Fai F&:
F, =454,65 N
F; =1062,5 N

b) Graficko rjeSenje
Rezultanta aktivnih sila G i F je R,a njen pravac (slika 4.50a) prolazi

kroz presjecnu tacku prvog i treceg zraka. Rezultantu R treba rastaviti
na tri poznata pravca reakcija F A F‘B i S. Prvo se odredi presjecna

tacka R i jedne nepoznate sile FA (tacka M), a zatim presjecna tacka
preostale dvije nepoznate sile (tacka N). Kroz te tacke povuce se

Kulmanov pravac. Zatim se sila R razlozi pomoéu Kulmanove linije na
3 poznata pravca, pri cemu Cetverougao sila mora biti zatvoren (slika
4.50Db).
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Primjer 4.16 Pravougaona ploca tezine G=320 N poduprta je sa 3 §tapa
kako je prikazano na slici 4.51. Ploc¢a je izloZzena dejstvu sprega M=320
Nm. Odrediti sile u Stapovima grafickim i analitickim putem. Zadani su
uglovi =60° i f=60°.

3m

3
D C

Slika 4.51 Pravougaona ploca
RjesSenje:
a) Analiticko rjeSenje

Ploca je oslobodena veza. Uticaj veza zamijenjen je reakcijama veza §to
je prikazano planom poloZzaja na slici 4.52. Uslovi ravnoteZze daju
sljedece izraze:

>X=0 S, Cosa+S, COSF—S; =0 ceeeiiiiiieeiiiiee e (a)
DY=0 S, -sina =8, SINA -G =0 .oooeviiiiiiieieeieeeeeee e, (b)
DMy=0  G-25-S5-2=0 i ()

Izraz (c) daje vrijednost sile Sj:

25-G

S, =400 N

UvrStavanjem vrijednosti za uglove, izrazi (a) i (b) postaju:

S; -cos60° + S, - cos 60° = S, / : cos60°
S; -sin60° - S, -sin60° = G / :sin60°
S; +S, =800

Sabiranjem prethodna dva izraza dobiva se vrijednost sile S;:
2.5, =1170
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S; =585 N
Sila S, je:
S, =215N
D L
Ve
M
B/
|
a
/K/ '
G G
Al 7
L A % 5
$1 .
1
_M 320 _ 1
G 32
100 N
U, - 00
lcm
a) plan polozaja b) plan sila

Slika 4.52 Ploc¢a oslobodena veza

b) Graficko rjesSenje
Moment sprega koji djeluje na plo¢u rastavicemo na spreg sila koje

djeluju na kraku a = 1 m i staviti u polozaj kao na slici. Vektori G i G'
su suprotni pa ¢e se ponistiti. Od aktivnog opterecenja tada osaje da

djeluje samo sila G' intenziteta G, izmaknuta za rastojanje a=1 m u
odnosu na teziSte ploce (slika 4.52a).

Silu G' potrebno je rastaviti na tri sile Giji su pravci poznati. Tacka L je
prva tacka Kulmanove linije. Dobivena je presjekom pravca sile G' i sile
§3 . Druga tacka Kulmanove linije je tacka A. Ona je dobivena

presjekom pravaca drugog para sila, .§1 i .§2. Oba para sila moraju

imati rezultante koje leze duz Kulmanove linije. Te dvije rezultante bice
istog intenziteta, a suprotnog smjera. Njihovo djelovanje c¢e se
ponistavati i tijelo ¢e ostati u ravnotezi.
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Intenziteti sila dobivaju se iz proizvoda odgovarajuce duzine sa
usvojenom razmjerom (slika 4.52b).

S, =Uy -cd =585N
S, =Uy-ad =215N
S; = Uy - bc =400N

Primjer 4.17 Homogeni Stap AB tezine G = 150 N i duzine [ = 80 cm
oslanja se preko kotura A na glatku vodicu, a krajem B na glatku
horizontalnu podlogu. U tac¢ki D uévrSéena je opruga napetosti S = 200
N. Odrediti graficki i analiti¢ki veli¢inu sile F koja djeluje okomito na
pravac Stapa AB, te reakcije u osloncima A i B u sluéaju ravnoteze (slika
4.53). Zadano je f=45°, a=30cm, b=20 cm.

Slika 4.53 Homogeni Stap AB

RjesSenje:
a) Analiticko rjeSenje

Na slici 4.54 nacrtan je plan polozaja, koji prikazuje reakcije veza i
aktivne sile koje djeluju na homogenu gredu. Staticki uslovi ravnoteze
grede su:

> X=0 Fy+F-Sinf—S-SINA=0 wooeoeoeeieeeieeeeeeeeeeeen (@)
ZYzO Fg+F-cosf—S-cosSf—G=0 cceeiriiiiiiiiiiiiiniiiiinnennn. (b)
> M,=0 FB~1~cosﬁ—Gé~cosﬁ—S~(z—a)+F-b=o ............... (c)
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RjeSavanjem sistema jednacina (b) i (c) dobivaju se mnepoznate
vrijednosti sila FziF . Potom se iz jednacine (a) dobiva vrijednost sile
P,

F, =65,6N
F, =210,6N
F=106,314N
[ FA a

@

°f

~
i

c

U, - 1kN
2cm
U, = 10cm
lcm
a) Plan polozaja grede AB b) Plan sila

Slika 4.54 Graficko rjeSenje zadatka 4.17

b) Graficko rjeSenje
Pod djelovanjem svih aktivnih sila i reakcija veza, §tap mora biti u
polozaju ravnoteze. Poznate sile G i S treba svesti na njihovu

rezultantu R Ciji pravac prolazi kroz presjecnu tacku sila G isS.
Dobivenu rezultantu pomocu Kulmanove linije treba razloziti na sile
(F4,, Fg i F) ¢iji su pravci poznati. Prvo se odredi presjecna tacka M
pravca R i F‘A, a zatim presjecna tacka N pravaca preostale dvije
nepoznate sile FB i F. Kroz tacke M i N povuée se Kulmanova linija, a
zatim rezultanta rastavi prvo na K i F“A , a nakon toga se K rastavi na

FgiF.
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Primjer 4.18 Homogena greda duzine 21 i tezine G=100 N oslanja se
jednim krajem na glatku horizontalnu podlogu, a drugim na glatku
ravan nagnutu pod a=30°. Kraj B je vezan uzetom koje je prebaceno
preko kotura u tacki C, a nosi teret Q. Dio uzeta paralelan je sa
kosinom. IzraCunati veli¢inu tereta Q i reakcije u A i B, za slucaj
ravnoteze. Dobivenu vrijednost rezultate potrebno je provjeriti graficki.

21

L @ GV 4 G v 2D 4V & SR AN 4V 4

A

Slika 4.55 Homogena greda
Rjesenje
a) Analiticko rjeSenje

Uklone se veze, zamijene reakcijama veza i nanesu aktivne sile (slika
4.56).

Pl
T

O
o

a) Plan poloZaja b) Plan sila

Slika 4.56 Greda u ravnoteznom polozaju pod djelovanjem aktivnih
sila i reakcija veza
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Static¢i uslovi ravnoteze:

ZX:O Q-cosa—Fg-sina=0 ....ccoooviiiiiiiiiiiniinn, (@)
ZYzO Q- -sina+Fgcosa+F,—G=0 ..ccooeeviiniinninninn. (b)
ZMB=O G~l-cos%—FA-21'cos%=0 ................................ (o)

Iz jednacine (c) dobiva se vrijednost sile F,:

G
Fy =— =50N

Iz jednacine (a) dobiva se izraz za vrijednost sile O :

Iz jednacine (b), uvrStavanjem izraza (a’), dobiva se vrijednost sile FB:

FBsmasina+FBcosa+FA—G:O
cosa
Ppo—GoFA 10050 50,450y
SN % cosa 1 2
cosa 2 J3 3
J’_i
B

2
Veli¢ina tereta O, iz izraza (@) je:
1

=25 3l=25
Q \F@ N

2
b) Graficko rjesenje

Greda je u ravnotezi ako sila Gisile F,, F5 i Q zatvaraju poligon sila.
Koriste¢i Kulmanovu liniju, sila G se prvo razlozi na pravce sila F‘B i
K , a zatim se poznata sila K razlozi na poznate pravce sila F“A iQ.

Usvojena je razmjera za silu i graficki su dobivene vrijednosti intenziteta
sila: Up=100N / S5cm,

FA=Cd- UF= 50 N,

Fp=da- Ur= 43,75 N,

Q=bc- Up=25 N.
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Primjer 4.19 Stap AB, pokretne dizalice, duzine =6m, ucévrSéen je
zglobno u pokretnom osloncu A, a voden Stapom EC. Veze u E i C su
zglobne. Za tacku D privezano je uze koje je prebaceno preko kotura K i

zategnuto silom F . U tacki B djeluje teret G tezine 3 kN.

Graficki i analiti¢ki odrediti velicinu sile F, reakciju u osloncu A i silu u
Stapu EC.

Slika 4.57 Stap AB dizalice

RjesSenje
Analiticko rjeSenje
Stap AB dizalice se oslobodi veza koje se zamijene reakcijama i nanesu

se aktivne sile F i G . Uslovi ravnoteze Stapa AB pokretne dizalice, u
ravni, su:

> X=0 Fy —Fpp cos45°—Fco830°=0 .ooioviriiaieeeeaeaena, (a)
>Y=0 Frpsin45° + Fsin30° =G =0 ..cccoovveureiereeeeeieieeeneennn (b)
> Mp=0 F,-5-8in45°—Frp -3-G-1-c0845°=0 ..oocvevrerrnnnnnn, ()

Uslovi ravnoteze daju sistem od tri jednacine sa tri nepoznate:
3
2B

Fp—Fop———F——=0 i a'
a~Fop o~ F @)
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V2 V2

Fy 5 " —Frp-3-6-1"2=0 it c
A 2 CE 2 ( )

Iz jednacine (b’) dobiva se izraz za silu F :
F=0-1,41 FCBueeivuiiiiiiiiiiiii i (")

Ova smjena se uvrsti u jednacinu (a'). RjeSavanjem sistema jednacina
(@) i (b') dobiva se vrijednost intenziteta reakcija:

Fce= 3,37 kN i

Fa= 3,45 kN.

Vrijednost intenziteta sile F , iz izraza (b") je:
F=1,25 kN.

Slika 4.58 Stap AB osloboden veza
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Primjer 4.20 Homogena plo¢a tezine G=F/2 ima oblik istostranog
trougla i ucvrSéena je na tri Stapa. Odrediti graficki i analiti¢ki sile u
Stapovima 1, 2 i 3, ako je veli¢ina sile F = 1000 N.

&

2 f
Q 4 ‘G’ B
1
A
Slika 4.59 Homogena ploca
RjesSenje
a) Analiticko rjeSenje

Na plocu djeluju aktivne sile GiF i reakcije veza u Stapovima §1 ,S‘Qi
S; (slika 4.60).

a) Plan polozaja b) Plan sila

Slika 4.60 Plo¢a sa aktivnim silama i rakcijama veza

13&
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Uslovi ravnoteze ploce u ravni bi bili:

ZX:O —S;c0860°+ S, —S;c0860°—-Fcos60°=0................ (a)

ZY =0 —-S;8in60° + S38in60° + Fsin60° -G =0 ... (b)
. a

> Mc=0 Sy @-SIN60°+ F o= =0 i (©)

Iz jednacine (c) dobiva se vrijednost sile §2 :
B -F
2a - sin60°

Pretpostavljeno je da je Stap 2 opterecen na istezanje. Posto je dobivena
negativna vrijednost, Stap je napregnut na pritisak.

S, = 578N

Iz jedanc¢ina (a) i (b) dobiju se vrijednosti sila §1 i §3 :

—Sll+578—Ssl—1000120
2 2 2

B BB

-5, X2 45, X2 110002 - 500 =0
2 2 2

+

Sz=-1288,9 N i

S;=-867,1N

Stapovi 1 i 3 su pritisnuti.

b) Graficko rjesenje

Koristena je Kulmanova metoda. Nadena je rezultanta R aktivnih sila
G i F. Njen pravac mora prolaziti kroz presje¢nu tacku pravaca sila G
i Fu planu polozaja. Rezutanta Ri sila §2 daju u presjeku svojih
pravaca prvu tacku Kulmanove linije, tacku M. Drugi par sila §1 i .§3

daju drugu tacku Kulmanove linije, tacku C. Prvo se sila R rastavlja na
dva poznata pravca: Kulmanova sila K i sila §2 , a zatim se Kulmanova

sila K rastavlja na pravce sila §1 i §3.
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Primjer 4.21 Na glatkim kosim ravninama koje zatvaraju uglove a i
klize 2 tereta Qi Q. koji su medusobno spojeni nerastegljivim uzetom.
Pri kojem uglu vy je sistem u ravnotezi, kolika je napetost uzeta S i
kolika je velicina reakcije na strmim ravninama. Zadano je oa=30°,
B=60°, 20;=Q>=100 N.

\\\\\\\\\\\\\\\\;\\a\\\\
2

Slika 4.61 Tereti Q11 Q2
RjeSenje
Analiticko rjeSenje
Ako se posmatra ravnoteza sistema i traze samo spoljaSnje reakcije

onda sistem nije potrebno rastavljati. Dovoljno je osloboditi ga
spoljasnjih veza, pa iste zamijeniti spoljasnjim reakcijama.

Ako treba odrediti i unutra$nje reakcije onda sistem treba rastaviti, a
veze, spoljasnje i unutrasSnje, zamijeniti odgovarajuc¢im reakcijama i za
svaki element sistema postaviti adakvatne uslove ravnoteze.

Posmatrace se ravnoteza tereta B.

Slika 4.62 Teret B na koji djeluje aktivna sila
tezine i reakcije veza
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Sile koje djeluju na teret B ¢ine suceljni sistem sila pa su uslovi
ravnoteze tereta:

ZX:O Qysinf—Scosy =0 .o, (@)

DY=0 Ng —Ssiny —Qyc08 =0 ceovveriririeriaieireeeeieeieeneenen, (b)

Iz jedanc¢ine (a) moze se izraziti sila u uzetu S:

S = S D e (@’
cosy

Posmatrace se ravnoteza tereta A:

Slika 4.63 Teret A na koji djeluje aktivna sila
tezine i reakcije veza

Sile koje djeluju na teret A Cine suceljni sistem sila pa su uslovi
ravnoteze tereta:

> X=0 QU SINA —SSINY =0 .oovovieieieeeeeeeeeee e, ()

ZY=O Nyp—Scosy —Qcosa=0 ...cooiiiiiiiiiiiiiiinin, (d)

Iz jedanc¢ine (c) moze se izraziti sila u uzetu S:

S = M ...................................................................................... (c)
siny

Izjedance se izrazi (a') i (c'):

Qysinf Qsina

cosy siny

Uvr§tavanjem poznatih vrijednosti tereta Q; i Q21 uglova a i fdobiva se
vrijednost ugla y:
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s01
tgy =——2 =0,289
100Y3
2
w =16,12°

Iz izraza (c') dobiva se vrijednost sile u uzetu S:

S=0,22% _9oN
siny

Reakcije strmih ravni, iz izraza (b) i (d), su:
Ng =Ssiny + Q,cos f=75N
N, =Scosy +Q,cosa =129,76N

Primjer 4.22 Dvije homogene kugle, jednakih teZina G i poluprec¢nika
R, vezane su koncima za nepokretne zglobove A i B i oslanjaju se jedna
na drugu, a prva i na glatki pod. Odrediti sile u koncima, pritisak na
pod i uzajamni pritisak kugli ako je u ravnoteznom polozaju poznat
ugao « i ako je BC1=BC,=I. Zadano je G=10 kN i a=60°.

Slika 4.64 Dvije kugle

Da bi se odredio uzajamni pritisak kugli, kugle ¢e se rastaviti i
posmatrati ravnoteza svake kugle posebno. Uzajamni pritisak kugli

predstavit ce se reakcijom N. Reakcija N ima pravac okomit na
tangentu, povucenu u dodirnoj tacki kugli, tj prolazi pravcem koji

povezuje centre kugli C,C, . Potrebni uglovi odredeni su analizon slike
4.65b.
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Posmatrat ¢e se ravnoteza kugle II, koja je predstavljena na slici 4.65a.
Uslovi ravnoteze suceljnog sistema sila koje djeluju na kuglu II su:

D X=0 -S5c0830°+NC0SB0°=0 ..oooorvrrriiiiriininininiciciceas ()
DY =0 Spsin30°+Nsin30° =G =0 ..coccooorrrrriminininininininis (b)
Iz jednacine (a) slijedi da je S=IN...ccoeuviuiiiiiiiiiiiiiiiiie e, (@)

Ako se (a') uvrsti u (b) dobit ¢e se:
2N-sin30°-G=0

Sl P P PP PP PPN (©)

Slijedi da reakcije S; i N imaju vrijednosti: Ss=10 kN i N= 10 kN.

Y

11 - I
N
X X

- w o

G ‘ Sa

D -

Slika 4.65a Kugle Ii Il medusobno rastavljene

B
oL N
2Rsin60
v
C4

Slika 4.65b Geometrija zadana uslovima zadatka

Posmatrat c¢e se ravnoteza kugle I (slika 4.56a). Uslovi ravnoteze
suceljnog sistema sila koje djeluju na kuglu I su:

D X =0 85,c0830°=NCOS30°=0 ...oooormrrrmrrrrrrirrinicinininiae, (d)

DY =0 Np-G-S5,8in30°~Nsin30°=0 .ooorrrrrrrrrrinrinnnannanne. (e)
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Iz (C) slijedi da J& SATN. ..ottt (d)
Ako se (d') i (c) uvrsti u (e) dobice se:

Np - G- 2G-sin30°=0

No=2G

Time su dobiveni izrazi za vrijednost nepozantih reakcija u podlozi i
uzetu: Np=20 kN i Sa=10 kN.

Primjer 4.23 Izmedu dvije ravnine nagnute pod uglom o=60° i f=30°
nalaze se dvije homogene kugle radijusa r; i r», tezina G;=10 kN i G,=30
kN. Odrediti ugao ¢ §to ga srediSta kugli zatvaraju sa horizontalom,
reakcije glatkih podloga i uzajamni pritisak izmedu kugli. Slika 4.66.

Slika 4.66 Dvije homogene kugle
RjesSenje
Analiticko rjeSenje
Posmatra se ravnoteza sistema oslobodenog spoljasnjih veza,

prikazanog na slici 4.67. Posmatra se ravnoteza cijelog sistema
oslobodenog samo spoljasnjih veza. Iz uslova ravnoteze izracunaju se

spoljasnje reakcije N; i N,.
ZX:O Nysina—Nysinff=0 .o (@)

ZYzO Nicosa+Nycosf—G; =Gy =0 .oiiiiiiiiiiiiiiiiiiiinn, (b)

Iz (a) slijedi

J3 1
A e O L '
175 22 (&)

Iz (b) slijedi
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RjeSavanjem sistema jednacina (a') i (b') dobivaju se vrijednosti reakcija
N, i Ny:

N1=20 kN

No=20+/3 kN

Slika 4.67 Odredivanje reakcija N, i N,

Da bi se odredio ravnotezni ugao ¢ i unutrasnja reakcija N posmatra
se ravnoteza jednog elemanta sistema npr. kugle C; (slika 4.68).

Slika 4.68 Ravnoteza kugle C:

ZX:O Nisina—Ncos@=0 ...ccooiiiiiiiiiiiiii, (o)
DY =0 Nycosa+Nsing—G; =0 ooooomirmiiiiiiiniicceccas (d)
Ncosg = LON3 e (c)
Nsin¢:10—QOé:O ....................................................................... (d)

Dijeljenjem jednacine (d’) sa (c’)dobiva se vrijednost ugla ¢ :

tgp=0 = =0
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Iz jedancine (c’) dobiva se vrijednost unutrasnje rakcije kugli N:
N=10~/3 kN

Primjer 4.24 Homogena greda AB duzine 2[ i tezine 2G, u B je
opterecena silom F i krajem A zglobno je vezana za nepokretni oslonac.
U tacki C, sredina grede AB, slobodno se oslanja na horizonatalnu
konzolu CD, duzine li tezine G, koja je krajem D ukljeStena u vertikalni
zid.

Graficki i analiticki odrediti veli¢ine reakcija u osloncu A, tacki C i
ukljestenju D. Dimenzije prema slici: =40 cm, G=300 N, F=400 N.

B
F
n
S D
{ 4
o= 45°
A
Slika 4.69 Sistem grede i konzole
_ _200 N
Up= 1 cm
-15‘\ a FA=daUFx 580 ,5N
M, ¢ g FgmcdlUpmle23 N
a , Fpmoalpr1447 X
_Fox
Foy
=
- [} —
Fs 26

c

Slika 4.70 Sistem rastavijen na gredu i konzolu
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RjesSenje

a) Analiticko rjeSenje

Sistem grede i konzole rastavit ¢e se na svako tijelo posebno i posmatrat
¢e se njihova ravnoteza. Na mjestu kontakta javice se unutrasnja sila
Fc koja je okomita na tangentu u tacki dodira, tj okomita je na pravac
grede AB.

Postavit ¢e se uslovi ravnoteze grede AB:

ZX =0 Fy, +Fcos45°—F-c0o845° =0 ..ccoiiiiiiiiiiiiniiiiiiiiiiinenne, (a)
DY =0 Fuy —2G+F;sin45°—Fsin45°=0 ..cooooiiiiniiinininins (b)
D My=0 F-2-Fg-1+2G-1C0845° =0 wooooviiiiniiiiiniiinininis ()

Iz sistema jedancina (a), (b) i (c) dobivamo tri nepozante vrijednosti sila
Fe, Fap i Fyy:

Fr =2Gcos45°+2F =1223 N

F,. =(F- — F)cos45°=580,2 N

Fp, =2G - F-sin45° + Fsin45°=19,2 N

Uslovi ravnoteze za konzolu CD su:

DX =0 FpCOS45° = Fpy =0 oo (d)
DY =0 Fosind5°+G—Fp, =0 oo, (€)
> Mp=0 chin45°-l+Gé—MD:0 ............................................. (f)

Iz jedanéina (d), (e) i (f) dobivamo nepoznate vrijednosti reakcija
ukljestenja konzole F, , F‘Dy i Mp:

Fp, = F-cos45°=862,2 N
Fpy, =G+ Fsin45°=1162,2N

Mp = F-sin45°-1 + Gé =40488,6 Ncm = 40,5 kNcm

Fp = |Fp, + F, =1447,18 N
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b) Graficko rjesSenje
Pri grafickom odredivanju nepoznatih reakcija oslonaca, krece se od

grede AB. Aktivne sile F i 2G zamijene se svojom rezultantom R, Giji
pravac prolazi kroz presjecnu tacku njihovih pravaca. Dalje se primijeni
teorema o tri sile u ravni: da bi tijelo pod dejstvom tri sile bilo u
ravnotezi, pravci sve tri sile moraju prolaziti kroz istu tacku. Odredi se

presjek pravaca sila R i Fc i kroz tu presjecnu tacku mora prolaziti

pravac sile F,. Zatim se u planu sila, sila R rastavi na pravce F‘C i F,.

Kod konzole pozante su dvije sile G i F.'. Sila F,, mora zatvarati trokut
sila kako bi glavni vektor sila konzole bio jednak nuli.

Primjer 4.25 Preko kotura I koji se mozZe okretati oko O prebaceno je
uze i na njemu su objeSena dva jednaka tereta F. Kotur II tezine G
pricvrSéen je zglobno na O pomocu Stapa OA (bez tezine) duzine
[=10cm, te djeluje na lijevi kraj uzeta i otklanja ga od vertikalne ose
prema slici.

Odrediti analiticki ugao « koji Stap zatvara sa vertikalom i silu u §tapu
OA.

Zadato je: F=100 N, G=40 N, =3 cm, R=4 cm, =10 cm.

Slika 4.71 Sistem kotura Ii Il
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RjesSenje

Analiticko rjeSenje

Prvo ¢e se postaviti momentna jedanacina za zglob O uzimajuéi u obzir
cijeli sistem (slika 4.72).

Ravnoteza sistema:

ZMO =0 Glsina+F(lsina—7)—FR =0 ..ccoiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieeens (a)
Glsina + Flsina - Fr—-FR =0

ISINA(G+F)=F(r + R) =0 ceueeieiiie e (@)

Iz jedanc¢ine (a') dobivamo izraz za ugao otklona S§tapa OA prema
vertikali o

. F(r +R)
smo =—————
(G +F)
. 100(4 + 3)
sina =— =0,
10(40 +100)
a =30°

b

Lsin ot - r

e )

Slika 4.72 Ravnoteza sistema kotura I i1l
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Dalje ¢e se posmatrati ravnoteza kotura II (slika 4.73). Jedancina
ZX = 0daje izraz za odredivanje sile IE‘Z u Stapu OA:

FosiNa —FSIN L =0 ittt (b)
Nepozanti ugao f dobiva se na osnovu geometrije sa slike 4.72.
sin(a+ﬁ)=Rl”=o,7 ..................................................................... (©)
a+ f=44,43°

B =14,43°

Slika 4.73 Ravnoteza kotura II

Iz jedancine (b) dobiva se vrijednost sile IE‘Z u Stapu OA:
_Fsing 100-0,249

sina 0,5
F, =49,84 N

Fy

Primjer 4.26 Na dva jednaka homogena cilindra radijusa ri tezine G,
koji leze na horizontalnoj ravni i koji su vezani u centrima sa
nerastegljivim uzetom duzine 2r, lezi treci cilindar radijusa R i tezine Q.
Odrediti silu u uzetu, pritisak cilindara na ravninu i uzajamni pritisak
cilindara. Trenje se zanemaruje.
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Slika 4.74 Tri cilindra Slika 4.75 Aktivne sile koje
djeluju na sistem

Da bi se naS$la sila u uzetu i uzajamni pritisak cilindara, sistem od tri
cilindra ¢e se rastaviti na svaki pojedinac¢no i posmatrat ¢e se ravnoteza
cilindara 11i 2.

Slika 4.76 prikazuje cilindar 1 u ravnoteznom polozaju. Na njega djeluje

aktivna sila tezine Q i reaktivne sile pritisaka F, i Fy cilindara 2 i 3
(slika 4.75).

Slika 4.76 Ravnoteza cilindra 1

Uslovi ravnoteze su:

D X=0 F,sina—Fgsina =0 ..ccocoovmiiiiiniiiiiniicncs (@)
D Y=0 Fuco8a+Fcosa—Q=0 ..ccocosririmiriiiiiniisinieceenae, (b)
Iz jednacine (a) slijedi da je Fa= Fr pa jednacina (b) dobiva oblik:
2FACOSO-Q = 0 ioiiiiiiiiiiiiiiii (o)
Iz trougla O; O, O3 (slika 4.75) vidi se da je:

0503 =27=2(RA1)SIN Q... civiiiiiiiiiii i (d)
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S L = e (d"
r+R
—cy. r*  JR*+2Rr
cosa =vyl-sin“a = [1- T T T erreerreneree e (d")
(r+R) R+r
Uvrstavanjem izraza (d") u jednacinu (c) dobije se:
R+ R+
g QR L Q(R+r)
2VR” + 2Rr 2VR? + 2Rr
Uslovi ravnoteze suceljnog sistema sila cilindra 2 (slika 4.77) su:
@ b
S
G
N
Slika 4.77 Ravnoteza cilindra 2
D X=0 S=FySiNa=0 oo (e)
DY =0 N-G-F4C080 =0 woosriirieiiiiieiiinininsscs s (f)

Iz jednacine (e) moze se izracunati sila u uzetu S':

Q(R+r) r
2\/R2 +2Rr (R+7)

S=F,sina =

s=_9r
2\ R? + 2Rr

Iz jednacine (f) moze se odrediti reakcija podloge N :

Q(R+r) R*+2Rr

2R?+2Rr  R+7

N=G+Fycosa=G+

N=2+G

2
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Primjer 4.27 Homogena greda AB, duzine li tezine G, krajem B zglobno
je vezana, a krajem A slobodno se oslanja o glatku horizontalnu ravan
pod uglom « prema slici. Na gredu i vertikalni zid oslanja se valjak
radijusa Ri tezine Q. Orediti graficki i analiticki otpore u osloncima A, B
itacki D.

Zadano je: G=300 N, a=60° r=15cm, Q=500 N, b =60 cm.
B

B W L W, W WL W W . W . W W W W W, . O, W

Slika 4.78 Greda i valjak

RjesSenje

a) Analiticko rjeSenje

Sistem grede i valjka rastavit ¢e se na svako tijelo pojedinaéno i
posmatrati njihova ravnoteza. Prvo ¢e se posmatrati ravnoteza valjka
(slika 4.79).

oTi

_ b
Slika 4.79 Ravnoteza valjka
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Uslovi ravnoteze suceljnog sistema sila valjka su:

> X=0 F,-Fgsina=0

ZY=O Frcosa-Q=0

Iz jedancina (b) i (a) dobivamo vrijednosti nepoznatih reakcija Fc i

R Q _500

=— =1000N
cosa 0,5

J3

Fp = Fsina =1000~ = 865N

By

Sada ce se posmatrati ravnoteza grede AB, koja je prikazana na slici

4.80.

Fe
b
[t
c
_ 200 N

UF 1 ecm Fs

Fy= dalp= 1572

F

p= deUy= lobo Nd
Slika 4.80 Ravnoteza grede AB

Uslovi ravnoteze ravanskog sistema sila grede AB su:

> X=0 Fgsinag-Fgy =0

Y Y=0 F,-G-Fgy —Fccosa=0

> My=0 -Fylcosa+ FCBC+Gécosa =0
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Na osnovu slike 4.78 moze se izracunati duzina grede AB=L
b-r 60-15
cosa cos60°

E:r~tga:15~\/§cm BC=1-AC ~64cm

AB=1= =90cm . Duzine AC i BC su:

Iz jednacine (c) slijedi:

Fix = FoSINO coviiiiiiii (c)

3

Fpx = 10007 =865N
Iz jednacine (e) slijedi:

F. ~@+G-écosa

F, = T (e"
cosa

F, - 1000-64+300-45-0,5 _ 1572,2N
90-0,5

Iz jedanacine (d) slijedi:
Foy =F4 =G = GrCOSO uiiiniiiniiiiiiiicicc e (d)
Fgy =1572,2-300-1000-0,5=772,2N

Intenzitet reakcija Fj je:

Fg =\F2 + F2, =1159N
b) Graficko rjesenje

Nepozante sile koje djeluju na valjak F“C i F“D, odrede se tako da se sila

tezine Q rastavi na poznate pravce sila ﬁc i F,, §to je prikazano na slici
4.79.

Kod odredivanja reakcija na gredi AB, primjenit ¢e se teorema o tri sile.

Poznate sile F. i G zamijene se rezultantom R . Njen pravac prolazi
kroz presjecnu tacku pravaca sila Fc i G. Sada se nade presjecna
tacka sile R i poznatog pravca reakcije F, . Kroz tu tacku mora prolaziti
i reakcija zgloba B: Fy. Kada je odreden pravac sile Fjy, sila R se

rastavi na pozante pravce sila F, i Fg.
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) RAVNI NOSACI

5.1 Osnovna podjela

Osnovna podjela nosaca izvr§ena je prema polozaju dejstvujucih sila na
njih, pa prema tome mogu biti:

- ravni nosacdi,
- prostorni nosaci.

Svako kruto tijelo vezano za nepokretnu ravan koje je optereceno
silama, naziva se nosac.

Pored prethodno navedene podjele, nosaci se dijele joS i na:

- pune nosace, slika 5.1a,

- reSetkaste nosace, slika 5.1b.

—> \

] 227
i Yrriodl

Y e

5

>

b) ‘I*?z

Slika 5.1 Sematski prikaz punog i reSetkastog nosacéa

Puni (gredni) nosac¢i su sva kruta tijela koja su oslonjena na dva
oslonca, od kojih je jedan pokretan, a drugi nepokretan. Ovakav izbor
oslonaca uslovljen je sa sljedeca dva razloga:

- temperaturne dilatacije nosaca,
- staticka odredenost sistema.

Sa jednim pokretnim i jednim nepokretnim osloncem nosac je staticki
odreden jer ima tri nepoznate reakcije i to:

- dvije u nepokretnom osloncu,
- jednu u pokretnom osloncu.

Kako mozemo postaviti tri uslova (jednacine) ravnoteze:
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ini =0; iFyi =0; D My =0 oo (5.1)
i=1 i=1 i

odredivanje ovih reakcija ne predstavlja problem.

NajceSce koriStena podjela ravnih nosaca je prema obliku, slika 5.2.
Tako imamo:

- prosti nosac (greda), slika 5.2a,
- nosac (greda) sa prepustom, slika 5.2b,
- Gerberov nosac (greda), slika 5.2c,

okvirni nosac¢ (ram), slika 5.2d.

F F,

X y
H/_q F;
[
G
X F
d)
bl
X ANT B x
/7777

Slika 5.2 Sematski prikaz prostog nosaca, nosaca sa prepustom,
Gerberovov i okvirnog nosaca

Prikazani nosaci na slici 5.2 izloZeni su dejstvu ne samo koncentrisanog
opterecenja ve¢ i dejstvu kontinualnog opterecenja ili takozvanog
specificnog opterecenja q.

Ovo opterecenje je u sustini promjenljivo i zavisi od apscise g = f(x), za
usvojeni Dekartov koordinatni sistem Oxy, a njegova jedinica mjere je
[Nm-1].
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5.2 Graficki postupak odredivanja reakcija
oslonaca nosaca

Na primjeru sa slike 5.3, bice izlozen graficki postupak odredivanja
reakcija u osloncima.

Slika. 5.3 Graficki postupak odredivanja reakcija u osloncima nosaca

Neka je dati nosa¢ optereéen koncentrisanim silama F,,F,,F;. Za ovaj

sistem sila potrebno je formirati poligon sila, a time je definisana i
njegova rezultanta. Obzirom da su sve napadne sile vertikalne to su i
reakcije u osloncima vertikalne. Prema tome ovaj zadatak se svodi na

razlaganje rezultante I:“R i sila 131,1:“2 iﬁ‘s na dvije komponente koje su
paralelne samoj rezultanti, a prolaze kroz tacke (oslonce) A i B.

Da bi ovo uradili potebno je konstruisati verizni poligon sa polnim
zrakama 1-2-3-4. Produzeni polni zraci 1 i 4 presjecaju napadne linije
reakcija F, i Fz u tackama I i II, koje definisu zakljuénicu "S".
Paralelnim prenoSenjem zakljuénice "S" kroz pol "P', dobicemo
presjecnu tacku "e" na planu sila, a tim su odredene i reakcije oslonaca
F, i Fy. Intezitet ovih reakcija je:
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5.3 Odredivanje transverzalne (poprecne) i
aksijalne (uzduzne) sile i napadnog
momenta na nosacu

Pojam poprec¢ne i uzduzne sile, te napadnog momenta na nosacu
definisa¢emo na slijedecem primjeru, slika. 5.4.

B
AN
Ve

L

Slika 5.4 Puni linijski nosacé opterecen koncentrisanim silama u ravni

Posmatramo nosac¢ prikazan na slici 5.4 opterecen koncentrisanim

silama FI,FQ,Fs, Ciji je polozaj odreden u Dekartovom koordinatnom

sistemu Axy. U ovom slucaju ako nosac oslobodimo veza, a njihov uticaj

nadomjestimo odgovaraju¢im reakcijama, jednacdine ravnoteze imaju
oblik:

D Fy=-Fu +F;c0830% =0 .ooovuiiiiiiiiinicecc e, (5.4)
i=1

Z i =Fu —F —F,sin30° —F; + Fg =0 oooooviiiiiiicciccens (5.5)
> Mh =Fg 1-Fy -l ~Fysin30° 1~ F -l =0 oo (5.6)

—

i=

Iz ove tri jednacine mogu se odrediti tri nepoznate komponente reakcija
veza FAX,FAy,FB, 1 pri tome je:

Fp = FR + Fy oo (5.7)
F

a, = arctg( Ay} ........................................................................... (5.8)
FAx

651



STATIKA

Ako bi na datom nosacu napraviti proizvoljan presjek p-p u tom slucaju
lijeva strana nosaca djelovat ¢e na desnu stranu nosaca upravo onom
silom i momentom sa kojim desna strana nosaca djeluje na lijevu
stranu, slika 5.5.

o — f
F, o B
(p30 ) B x
\
P A
II b, _,
Fg
F_‘I;II
Bl M Fs
- - C —
) ;
1
|F—‘y>I d
F F_*};II
a

Slika 5.5. Nosaé optereéen aksijalnom i transverzalnom silom i
momentom savijanja

Neka je nosac sa slike 5.5 podijeljen presjekom p-p na dijelove I i II. Dio
nosaca I djeluje na dio nosaca II silom i momentom istog intenziteta, a
suprotnog smjera kojim dio nosaca II djeluje na dio nosaca 1.

Na slici 5.5a i 5.5b prikazan je uticaj jednog dijela nosaca na drugi. Da
bi potpuno definisali opterecenje nosaca u presjeku p-p uvedeni su
slijedeci pojmovi:

- vertikalna komponenta sile (transverzalna sila),

- horizontalna komponenta sile (aksijalna sila),

- glavni moment (napadni moment).

Transverzalna sila u nekom poprecnom presjeku nosaca jednaka je
algebarskom zbiru vertikalnih projekcija svih sila koje djeluju na nosac
lijevo ili desno od naznacenog presjeka. Sa obje strane presjeka
transverzalne sile su istog intenziteta, a suprotnog smjera.

Aksijalna sila u naznacéenom presjeku jednaka je algebarskom zbiru
svih horizontalnih projekcija dejstvujucih sila lijevo ili desno od tog
presjeka.
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Napadni moment u naznadenom presjeku nosaca jednak je
algebarskom zbiru momenata svih sila lijevo ili desno od tog presjeka.

Na slici 5.6 prikazani su graficki staticki dijagrami, odnosno dijagram
promjene transverzalne sile (Fr), momenta savijanja (M) i aksijalne sile
(Fa).

) o
-
Fy Fay ) F_Q, . . - r ]
F_{ \: 2y F3 FB
— A Foe \g B x
Fay ;} x1 /7_%
X2
X3
l
Fyy
@
+ +
0 0
: LTI -
Fyy | F,
ONE
0 0
+ ‘ +
AT
Fax
5 @ Foy +
0 0

Slika 5.6 Graficki prikaz statickih dijagrama
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Poprecne sile Napadni momenti:
podrucje:  sila: Podrucgje: moment:
0<x F1 = Fay 0<x Milszy.z
Xo — X1 FT=FAy—F1 !
X3 — X2 FT=FAy—F1—F2y X2 — X1 Mx2=FAy'Z_F1(Z_x1)
l-x3 Fr = Fay— F1 — Foy— F3 Mi =FAy'Z—F1(Z—x1)
X3 — X2 3
_F2y(z - x2)
l
- M! =F,, -z~ F(z-x)

—F2y(z—x2)—F3(z - X3)

x — promjenljiva koordinata

5.4 Prosti nosaci

5.4.1 Prosta greda opterecena konstantnim
kontinualnim optere¢enjem

Na slici 5.7 prikazana je prosta greda opterecena kontinualnim
opterecenjem q.
G = COMISTE. ettt ettt et e e (5.9)

U ovom slucaju, obzirom da se radi o simetricno optereéenom nosacu,
reakcije oslonaca su:

Transverzalna sila i moment savijanja lijevo od presjeka p-p definisani
su izrazima:
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Ty

A ||||||||| |||||||H||||||||||||||||||| B x
l X .
‘F
FAXTH@WWW%\@
+
0
Fy
™) |

NS

Slika 5.7 Prosta greda optereéena konstantnim kontinualnim
opterecenjem

5.4.2 Prosta greda opterecena trougaonim
kontiualnim opterecenjem

Transverzalna sila i moment savijanja lijevo od presjeka p-p u ovom
slucaju definisani su izrazima:

Fl=F, —% ............................................................................. (5.13)
1 1
:FAx—quxgx .................................................................... (5.14)

Kontinualno opterecenje u ovom sluéaju mozemo zamijeniti

koncentrisanom silom Q ¢iji je intezitet:
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Yy q q
q, °
P
A B x
Q
= A p V.
A 2/3 1 Y Fg
1
F,
allE Fy ;
0 0
@ X
0 0
+ +
+

Slika 5.8 Prosta greda opteredena trougaonim kontinualnim opteredenjem

n n -
Iz uslova ravntoeze ZFyi :OiZMﬁ} =0 mogu se odrediti reakcije

i=1 i=1
FuiFg
oy = L oo e (5.17)
6
F, —%qol ..................................................................................... (5.18)

5.4.3 Prosta greda opterecena vertikalnom
ekscentricnom silom

Iz jednacina ravnoteze X Fxi= 01> M:; = 0 mogu se odrediti reakcije:

8 s TN (5.19)
F-b-9

B o e 5.20

A a+b ( )

1 SB
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F-a+M
o = e 5.21
B a+b ( )
Napadni momenti lijevo i desno od tacke C su:
ME = Fy - @ et (5.22)
ME =Fy oA T oo, (5.23)
ili
ME=Fg D= it (5.24)
ME = Fg oD oo (5.25)
d {F
y
A c B x_
VAN
T7770777
a b
F — B
A m B

Fy

+ @ +

0 KO

_ F - -
\ Fy

Slika 5.9 Prosta greda optereéena vertikalnom ekscentricnom silom
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5.4.4 Konzola

Kod konzolnog nosaca u ukljeStenju, kao reakcija, javlja se sila F i

moment ukljeStenja IMa.

Iz uslova ravnoteze proizlazi da je:

Fa = F oo (5.26)
DA = F o Lo et ettt e (5.27)
Transverzalna sila u bilo kojem presjeku je
FI = FA oo (5.28)
dok je napadni moment u presjeku x:
M= F - (20 e (5.29)

A

y (o]

A 7 7

A G- Lo
Ma

o+=:1’
® EE® -

BT

/

+

O

Ot
o

0
+

Slika. 5.10 Konzola opterec¢ena koncentrisanom silom

Iz prethodnog izlaganja moglo se uociti da ako transverzalna sila u
nekom presjeku nosaca, prolazi kroz nulti polozaj i mijenja predznak,
onda napadni momenat u tom presjeku ima ekstremnu vrijednost.
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5.4.5 Prosta greda opterecena proizvoljnim
kontinuranim opterecenjem

Na slici 5.11 prikazana je greda opterecena proizvoljnim kontinuiranim
opterecenjem q.

U presjeénim tackama C i D djeluje glavni vektor i glavni moment koji
predstavljaju reakcije (uticaj) odbacenih dijelova nosaca.

Sada za izdvojeni elementarni dio nosaca uslovi ravnoteze imaju oblik:
n
D Fyi=Fpe = qedx = (Fpe + dFp ) =0 oo (5.30)
i=1
ZMU = —Fp x+ (Fp, + dFp, )(x +dx)+

+M, +qxdx(x+%j—(Mx +dM,)=0

y q = flx)
A B «x
c|l |b
7777
X dx
\
Yy = L
Fr g
M, v M.+ dM,
Jo Tl x

\¢ [ B
y ot B
Slika 5.11 Prosta greda optereéena proizvoljnim kontinualnim
opteredenjem

Ako zanemarimo male velicine drugog i viSeg reda iz prethodnih
jednacina slijedi da je:

-Qx dx — dFTx I PP (532)
Fro dx - AMx = 0 oeiiiiiieiie et (5.33)
Sada mozemo napisati da je:

% i IO OO P PO UPPT PP (5.34)
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dx *
gdje je C; — integraciona konstanta.
Na osnovu izraza (5.34) i (5.35) mozemo konstatovati slijedece:

- Prvi izvod transverzalne sile u bilo kom presjeku duz ose x, jednak
je intenzitetu specificnog opterecenja u tom presjeku uzetog sa
negativnim predznakom,;

- Prvi izvod napadnog momenta po apscisi x u nekom presjeku,
jednak je intenzitetu transverzalne sile u tom istom presjeku.

Iz ovog proizilazi zakljucak da ako je transverzalna sila veéa od nule,

M . .. -
F, = % > 0, onda se napadni moment Mx na tom dijelu raspona nosaca

povecava, odnosno ako je transverzalna sila manja od nule,

F, = CiKM < 0, onda se napadni moment Mx na tom dijelu raspona nosaca

smanjuje.

Saglasno izrazima (5.34) i (5.35) mozemo napisati da je:

Fp. = dd]‘ix ..................................................................................... (5.36)
dF,. d*M
d;x = dx; Sy eeerree e e e ettt e e ebaeeanraeas (5.37)

5.4.6 Gerberova greda

Ako je greda ili nosa¢ sastavljena iz viSe prostih greda, greda sa
prepustima i konzola koje su medusobno povezane zglobnim vezama,
odnosno zglobovima onda se takva greda, prema naucniku Gerber-u,
zove Gerberova greda (slika 5.2c) Zglob kojim su spojene grede je
Gerberov zglob.

Osnovna karakteristika Gerberovog zgloba je ta da omogucava obrtanje
grede pa napadni moment u ovom zglobu mora biti jednak nuli.
Navedeni uvjet, da je moment u Gerberovom zglobu jednak nuli,
predstavlja dopunsku jednaéinu ravnoteze.

Potrebno je napomenuti da kod proracuna Gerberovih nosaca postoje
dva nacCina odredivanja otpora oslonaca. Prvi nac¢in je da se nosac
posmatra kao cjelina i kao takav proracunava, a u drugom slucaju
nosa¢ se rastavlja na staticki odredene grede pomocu kojih se
proracunom defini§u otpori oslonaca i sile u Gerberovom zglobu. Inace,
proracun Gerberove grede je identi¢an proracunu prostih nosaca.
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5.4.7 Okvirni nosaci

Okvirni nosaé (ram) je sloZzeni nosac¢ sastavljen od vi§e greda ili konzola,
koje su medusobno kruto ili zglobno vezane, tako da se ose greda,
odnosno konzola ne poklapaju, to jest nalaze se pod odredenim uglom.
Ako na okvirnom nosacu postoji zglobna veza izmedu nosaca onda
kazemo da je to Gerberov okvirni nosac (slika 5.2d)

Otpori oslonaca i staticki dijagrami definiSu se kod okvirnog nosaca isto
kao i kod ostalih nosaca. Za uspjeSno crtanje statickih dijagrama
potrebno je pridrzavati se usvojene konvencije o predznacima aksijalnih
i transverzalnih sila kao i momenta savijanja. Uz konvenciju o
predznacima takoder je vrlo bitno da proracdun okvirnog nosaca
definiSemo posmatrajuci ga sa njegove unutrasnje strane.

U narednim primjerima prikazat c¢emo osnovne karakteristike
proracuna okvirnih nosaca.
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Primjeri:

Zadatak 5.1 Za prikazane nosace (1-4) odredit reakcije oslonaca,
dijagrame aksijalnih, transferzalnih sila i dijagram momenta savijanja.

1. Nosa¢
qg=4kN/m

A B

’ =2 “
‘4 —== ﬁ

5.12 Prosti nosac optereéen pravouglim
kontinuiranim optereéenjem

a) Odredivanje reakcija oslonaca

Uklone se oslonci A i B i njihov uticaj se zamijeni reakcijama.
Kontinuirano optereéenje zamijeni se koncentrisanom silom koja djeluje
u centru pravougaone povrsine opterecenja. Kod pravougaonika centar
je u presjeku dijagonala tj. na polovici duzine i polovici visine.

lé’

A ] B
—> —> =g
YA XA FB

< [=2m

5. 13 Kontinuirano opterecenje zamijeni se
koncentrisanom silom

Opterecenje Q jednako je veli¢ini pravougaone povrsine:
Q=1lq=2m-4kN/m =8 kN

Static¢ki uslovi ravnoteze su:
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D Mu=0 —Q-1/2+Fg-1=0 coooioiiiiiieiiceece e, (©)

RjeSavanjem sistema jednac¢ina dobivamo vrijednosti reakcija oslonaca:
Ya= 4 kN i Fs= 4 kN. Reakcije su istih vrijednosti i jednake su polovini
ukupnog oprerecenja grede. To je uvijek slucaj kada je opterecenje
grede simetri¢no.

b) Odredivnje aksijalne Fa(uzduzne), transferzalne Fr (poprecne)
sile i momenta savijanja M

Greda ce se podijeliti na proizvoljnom mjestu na dva dijela. U
presjecima ¢e se nanijeti unutrasnje sile koje drze ravnotezu vanjskom
opterecenju. Postoji dogovor o pozitivnhom smjeru ovih sila i momenata
koji je prikazan na slici.

N LTI HHRRRERRRRT A ARRAR
2 ancREar T #
.o . . FT FT

lijevi dio grede desni dio grede

5. 14 Pozitivne unutrasnje sile i unutrasnji moment

Da bi se odredila vrijednost unutrasnjih sila i momenta savijanja
potrebno je za izabrani dio grede postaviti uslove ravnoteze. Ovdje c¢e se
posmatrati lijevi dio grede (slika 5.15). Polozaj presjeka grede obiljezit ce
se koordinatom z. Koordinata z je promjenljiva veli¢ina i ona moze imati
razliCite vrijednosti u duzini raspona grede tj. 0 <z < =2 m.

Staticki uslovi ravnoteze za lijevi dio grede daju:

DX =0 Fu=0 oo d)
DY =0 Yu=Q,=Fp =0 oo (e)
DMp=0 —Y42+Qs =+M=0 oo, ()
Q) = Z Q=42 oo g
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ey >,
YAt Pl F.
z Fr

5.15 Sile i moment na lijevom dijelu grede

Iz jedancine (f) dobiva se vrijednost momenta savijanja:

M=YAz—QZ§=4z—4z~§=—222+4z ......................................... (F)

Iz jedanc¢ine (e) dobiva se vrijednost transferzalne sile:
Fr=Y,—Q, =4 =42 i (e

Vrijednosti momenta savijanja mijenja se po kvadratnoj paraboli, dok se
vrijednost transferzalne sile mijenja linearno u zavisnosti od polozaja
presjeka z.

Vrijednosti unutrasnjih sila i momenta savijanja u presjecima grede
mogle su se dobiti poStujuci dogovor o pozitivnom smjeru ovih veli¢ina
na lijevoj strani grede:

— pozitivan doprinos aksijalnoj sili daju sve sile koje djeluju sa desna
na lijevo <i

— pozitivan doprinos transferzalnoj sili daju sve sile koje djeluju navise

+1

— pozitivan doprinos momentu savijanja daju momenti svih sila za

presjek, ¢iji je smjer momenta jedanak smjeru kazaljke na satu 4.

R =0 e ()
PP R =Y -0, = =4Z 44 oo, ()
+ M = YAz—QZz/2=—222+4z .................................................... (k)

Da bi se skicirali dijagrmi Fa, Fr i M potrebno je naci njihove vrijednosti
u nekoliko presjeka grede. Pregledno je vrijednosti prikazati tabelarno.
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z (m) Fa (kN) Fr (kN) M (kNm)
0 0 4 0
1 0 0 2
2 0 -4 0
g=4kN/m

5.16 Dijagram transferzalnih sila i momenta savijanja

Izvod funkcije momenta savijanja M po koordinati z daje funkciju
transferzalne sile. Ovo pravilo vazi za lijevi dio grede i moze posluziti za
provjeru ispravnosti postupka.

d d

d—Z(Ml) = E(_%Q + 4z) =424+ 4=F} oo 0)
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Izvod funkcije u nekoj tacki predstavlja nagib tangente na krivu funkcije
u toj tacki. Znaci da ¢ée transferzalna sila predstavljati nagib funkcije
momenta savijanja. Na mjestu ekstremnih vrijednosti momenta
savijanja, nagib tangente ¢e biti jednak nuli tj. transferzalna sila je
jednaka nuli. Na slici, maksimalna vrijednost momenta savijanja je na

polovini raspona i u tom presjeku grede transferzalna sila je jednaka
nuli.

2. Nosac
qg=4kN/m

ZI|||||||||||||||||||||||||||||||||| IR

A B

< [=2m q

5.17 Konzola sa kontinuiranim optereéenjem

a) Odredivanje reakcija oslonaca

Ukloni se ukljeStenje i nanesu se reakcije ukljeStenja. To su u opSem
slucaju: Xa, Ya, i Ma. Kontinuirano optereCenje zamjeni se
koncentrisanom silom Q koja djeluje u centru povrSine opterecenja.

Ma 6

< [=2m q

5. 18 Odredivanje reakcija ukljeStenja

Opterecenje Q jednako je veliC¢ini pravougaone povrSine:

O=1g=2m - -4KkN/m =8 KN ...coiiiiiiii e (a)
Staticki uslovi ravnoteze su:

DX =0 Xy =0 oo (b)
DY =0 Y=Q=0 oo (©)
D My=0 —Qu1/2+ My =0 oo (d)

RjeSavanjem prethodnog sistema dobivaju se vrijednosti reakcija
ukljeStenja: Xa=0, Ya=8 kN i Ma=8 kNm.
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b) Odredivnje aksijalne F.(uzduzne), transferzalne Fr (poprecne)
sile i momenta savijanja M

Konzola se presijeCe na proizvoljnom mjestu i posmatra se ravnoteza
jednog dijela. U ovom primjeru posmatrace se ravnoteza desnog dijela.
U presjeku su nanesene unutrasnje sile i moment savijanja.
Predpostavljeno je da imaju pozitivne vrijednosti.

M 0.
4’
F, >¢<

|y

»
Fr

B

z

desni dio konzole
5.19 Ravnoteza desnog dijela konzole

Vrijednosti unutra$njih sila i momenta savijanja mogu se dobiti
postujuéi dogovor o pozitivnom smjeru ovih velicina na desnoj strani
nosaca:

— pozitivan doprinos aksijalnoj sili daju sve sile koje djeluju sa lijeva

+
na desno _

— pozitivan doprinos transferzalnoj sili daju sve sile koje djeluju
nanize +|

— pozitivan doprinos momentu savijanja daju momenti svih sila za

¥\
presjek ¢iji je smjer momenta suprotan smjeru kazaljke na satu + .

D 20 e, ()
) FE 20, 42 oo (6
+ MY =- Z%z—Qz2 .................................................................... (g)

Da bi se skicirali dijagrmi Fa, Fr i M potrebno je naci njihove vrijednosti
u nekoliko presjeka grede. Pregledno je vrijednosti prikazati tabelarno.

z (m) Fa (kN) Fr (kN) | M (kNm)
0 0 0 0
1 0 4 -2
2 0 8 -8
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qg=4kN/m
ZIII|||||||||||||||||||||||||||||||| T
@ A B
< [=2m q
z=2m z=1m z=0m
Fa (kN)
0 0
8
WMI@WWMM
0 0
-8

5.20 Dijagram transferzalne sile i momenta savijanja
na konzoli
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3. Nosac
g=3 kN/m

A C B
o

2 4 “
L LU 1 >

Slika 5.21 Prosti nosac sa kontinuiranim optereéenjem

a) Odredivanje reakcija oslonaca

Uklone se oslonci A i B i njihov uticaj se zamijeni reakcijama.
Kontinuirano opterec¢enje zamijeni se koncentrisanom silom koja djeluje
u centru pravougaone povrsine opterecenja.

Opterecenje Q jednako je veli€ini pravougaone povrsine:

Q=1lg=m-3KkN/m =6 KN...c..oiiiiiiiiiiii e (a)
4»
lo
A ] B
—» i
Yy Xj; C Fp
2 m < 4 m >

Slika 5.22 Reakcije oslonaca

Staticki uslovi ravnoteze su:

DX =0 Xy =0 oo (b)
DY =0 Y3=Q+F5=0 e, (c)
DMy=0 —QIm+Fy-6mM=0 oooooiririiirniniiiiccc s (d)

RjeSavanjem sistema jednacina dobivamo vrijednosti reakcija oslonaca:
Xa=0, Ya= 5 kN i Fg=1kN.

b) Odredivnje aksijalne Fa(uzduzne), transferzalne Fr (poprecne)
sile i momenta savijanja M

Na gredi se mogu uociti dva polja. Prvo polje je dio grede pod

kontinuiranim opterecenjem, a drugo je dio grede bez opterecenja. U
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prvom polju ¢e se presjeci greda i posmatrati ravnoteza lijevog dijela od
presjeka.

lQZ M
'y >,
Y P|p, Fa

5.23 Unutrasnje sile u gredi ispod
kontinuiranog optereéenja

Vrijednosti unutra$njih sila i momenta savijanja dobiju se dobiti
postujuéi dogovor o pozitivhom smjeru ovih veli¢ina na lijevoj strani
grede:

R =0 e, e)
T B =Y = Q, = -8Z+5 teioiiiieiei et (f)
Mt = YAZ—QZZ/QZ—%ZQ O e (g

Vrijednosti Fa, Fri M u polju:

z (m) Fa (kN) Fr(kN) | M (kNm)
0 0 5 0
1 0 2 3,5
2 0 -1 4

U drugom polju, ako posmatramo sa desne strane imamo samo silu Fp
koja djeluje naviSe te daje negativan doprinos transferzalnoj sili u polju:
Fr=-Fp=-1 kN.

Moment savijanja u polju gdje nema kontinuiranog opterecenja mijenja
se linearno pa je dovoljno da znamo vrijednosti momenta u dvije tacke.
U osloncu B moment je jednak nuli, a u presjeku C grede vrijednost
momenta je Mc=4 kN. Tu vrijednost smo izra¢unali u prvom polju za
z=2m.

U prvom polju transferzalna sila mijenja znak, pa je u tom presjeku
grede maksimalna vrijednost momenta savijanja u polju. Da bi se
odredio polozaj presjeka, funkciju transferzalne sile potrebno je
izjednaciti sa nulom:
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Fr=-3z+5=0 slijedi da je zo=5/3 m. Vrijednost momenta u tom presjeku
je:

2
Mz =2)--3(3] 4554+l 4167 km
3 3 3 6

g=3kN/m

o Fa (M)

Fr (kN)
0

Zo

5.24 Dijagram transferzalnih sila i momenata savijanja
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4. nosac

g=2kN/m

F=2kN

' ]
A C D B
’ 2 1 2 “
L s LEE LS

5.25 Prosti nosac sa kontinuiranim
opterecenjem i silom

a) Odredivanje reakcija oslonaca

Uklone se oslonci A i B i njihov uticaj se zamijeni reakcijama.
Kontinuirano opterecenje zamijeni se koncentrisanom silom koja djeluje
u centru pravougaone povrsine opterecenja.

I g
2 L 5,
v, &Y, C D F
2m 1m 2m
¢ “—>

5.26 Reakcije oslonaca

Opterecenje Q jednako je veli¢ini pravougaone povrsine:
Q=1g=2m - -2KkN/m =4 KN ..cooiiiiiiiiiiiinin e (a)

Staticki uslovi ravnoteze su:

D M,=0 —Q-lm-F-3m+Fg-5m=0 oooiiriiriririniinnninns (d)

RjeSavanjem sistema jednac¢ina dobivamo vrijednosti reakcija oslonaca:
Xa=0, Ya= 4 kN i Fs= 2 kN.
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b) Odredivnje aksijalne F.(uzduzne), transferzalne Fr (poprecne)
sile i momenta savijanja M

Na gredi se mogu uocCiti tri polja. Prvo polje je dio grede pod
kontinuiranim opterecenjem, drugo polje je dio CD i trece polje je dio
DB.

U prvom polju ¢e se presjeci greda i posmatrati ravnoteza lijevog dijela

od presjeka.
_’
lQZ M

Al
— —>
Ya Pl=—=>F;
T

5.27 Vrijednost unutrasnjih sila i moment
ispod opteredenja

Vrijednosti unutrasnjih sila i momenta savijanja dobiju se dobiti
postujuéi dogovor o pozitivhom smjeru ovih veli¢ina na lijevoj strani
grede:

Y 20 e, ()
D R =Y, -0, = =2Z 4% oo ()
M= YAZ—QZZ/22—22+4Z .................................................... (g)
QL =22 e (h)
Vrijednosti Fa, Fri M u polju:
Z (m) Fa (kN) Fr (kN) M (kNm)

0 0 4 0

1 0 2 3

2 0 0 4

U 2. polju, transferzalna sila je konstantna je jednaka je:
+TFL =Y, -Q=4-4=0kN

U 3. polju transferzalna sila je:

+4 Ffl = —Fy =—2kN

Moment savijanja u 2 . i 3. polju mijenja se linearno pa je dovoljno da
znamo vrijednosti momenta u dvije tacke:
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ML =Y, 2-0-1=4kNm

N
+ M2 = F;-2=4KkNm

g=2kN/m ¢F=21<N
]
A C D B
ra
F
2 m I 1m 2m
7.
0 o Fa (kN)
4
2
ﬂﬂmo Fr (kN)
0 0
-2
0 0 M (kNm)
il Il
i
4

Slika 5.28 Dijagram transferzalnih sila i momenta
savijanja
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Zadatak 5.2 Za datu gredu grafickim i analitickim putem odrediti
otpore oslonaca i nacrtati staticke dijagrame momenta, aksijalnih i
transverzalnih sila detaljnom analizom polja i karakteristicnih tacaka.

Dati su podaci: F; = 2 kN, F, = 4 kN, F;3 = 4.2 kN, F4, = 3 kN, I =
kNm, q=2kN/m, a=1m i a =450 Tezinu grede zanemariti.

—

F,
||||||q /\>\
_/A\B

NE—

L _/N\B K
- 77777

R ElR
Iala alalalala al

Slika 5.29 Greda sa prepustima optereéena koncentrisanim silama,
kontinualnim optereéenjem i spregom sila

a) Analiticko rjeSenje
- Otpori oslonaca

Greda oslobodena veza prikazana je na slici 5.30. Uticaj nepokretnog
oslonca A zamijenjen je komponentama reakcije oslonca A, X Al YA,

pokretnog oslonca B reakcijom Fj. Kontinualno optereéenje svodimo na
koncentri¢nu silu ﬁ‘q. Staticki uslovi ravnoteze grede AB, opterecene

sistemom proizvoljnih sila i momentom definisani su jednacinama:
>X=0

F3C08 0 - XA = 0 eiiiniiniiiii (@)
2Y=0

Fi—Fy+ Ya+ Fo—F3 SN 0+ F5— F4 = 0 oo (b)
YMa=0

Fra+ Fy %+ Fy 2a + M - (Fs sin a)4a + Fs-5a— F46a=0 ............ (c)

Silu Fy izracunavamo prema izrazu:
g e G ¥ A PPt (d)
F;=2-3-1=6kN
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\J

\.
=N
=6
ElI=\
g

0,6 @
3,2 3,2 3 3
A ]\

b) r F, N> Ys E ||| Fa
+ i Fg | +
0 0
- ) ] LIS -

F, YA -0,8 -0,8 -0,8 -0,8
2 2
4 4
l

c) X, s> X3
+ +
05 ! 50

Slika 5.30 Greda oslobodena veza sa grafickim prikazom statickih
dijagrama dobijenih analitickim proracunom

Iz jednacine (c) slijedi:

F,

3—4—2F2—£+4F3sina+61«“4
Fp=—2 a (e)
5 ST
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p, 2273282644418 o)
5

a iz jednacina (a) i (b) slijedi:

XA T F3 COS Ol ettt ettt (a')

X, =4\/§g=4kN

Ya=Fq+ F3Sino+ F4—F1 —F2 - FB eiviiiiiiiiiiiiiiiiceeceeeee (b')
J2

YA_6+4f—+3 2-4-3,8=3,2kN

Intenzitet i pravac djelovanja reakcije u osloncu A definisan je izrazima:

B = X 4 Y e ®
F, =+4% + 3,22

F, =5,12kN,
Y
L (g
A
D = ATC e s (h)
A

qo:arctg%=38,66o ili ¢=38°39'36"

Kontrola:
2M =
-Fy - 5a+ Fy-4,5a—-Ya-4,5a—-F> - 2a +9+ Fg - a-F4 - 2a................ (i)

2.51+64,51-3,24,51-8+6+3,81-321=0

- Dijagram momenta, aksijalnih i transverzalnih sila

Za crtanje dijagrama momenta (M), aksijalnih (Fu) i transverzalnih (Fy
sila primijenit ¢emo analizu po poljima i karakteristiénim tackama.
Analizom dobijamo brojcane vrijednosti momenta, aksijalnih i
transverzalnih sila na osnovu kojih konstruiSemo dijagrame. Pod poljem
se podrazumijeva dio grede gdje transverzalne sile i momenti imaju
jedne (nepromjenljive) zavisnosti od polozaja presjeka (koordinate x). U
ovom primjeru, analizu po poljima primijenit ¢emo na dijelu grede sa
kontinualnim opterecenjem, a na dijelu sa koncentrisanim silama
racunat ¢emo My, Fqi F:u karakteristiCnim tackama.
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PolieI: 0<x<a

A

y Xx/2
5 ©)
ol Ibe((]9
8 g X
X Fq b
x=0 a x=a

Slika 5.31 Polje I

PolieII: 0<x< a

y X X
a/2 a/2 2 2 @
p
o LR 1l
c Fql B x‘FqZP x
Fl x=0 x=a
a I a 1

Slika 5.32 Polje I

&FL=0

l
+TF =-F, =-q-x
8%

+' M., =-F, -0,5x=-0,5gx"

0<x<1m

x Fa Fi M
(m) (kN) (kN) | (kNm)
0 0 0 0
1 0 -2 -1

F,=q-a=2-1 F, =2kN
FFR=0

+'F/ =-F, +F,-F, =F, +F,-q-x
¥ML=-F, -(0,5a+x)+F-x-F, -0,5x=

:—Fq1(0,5+x)+le—0,5qx2

0<x<1m

x Fa F; M
(m) (kN) (kN) | (kNm)
0 0 0 0
1 0 -2 -1
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Polje III: 0<x<a

A
Yy x x
a/2 a/2 af2 a/2 2 2 @
p
0 T3 T 3lq
—> — —~ AA |= r
CFay DBY Foy X, Y yFap B *
Fy 17:, x=0 x=a
a I a | a 1
Slika 5.33 Polje 1II
F, =F, =q-a=2-1=2kN 0<x<1lm
F, =F, =2kN x Fa Fy M
(m) (kN) (kN) (kNm)
Py =%, 0 4 1,2 2
+YF =-F, +F-F, +Y,-F, =
1 4 -0,8 -1,8
=F, +F-F, +Y,-q-x

QM; =-F, -(Lda+x)+F -(a+x)-F, (0,5a+ x)+Y, - x—-F, -0,5x =

.
=-F, (1,5a + x)+ F(a+ x)- F,,(0,5a + x) + Y, -x—O,qu2

Vrijednosti Fa,l:“t i M za neke vrijednosti x u okviru analize po poljima

data su u tabelama.

Za dio grede od tacke E do tacke K izracunavamo F_,F,iM za
karakteristicne tacke K, B, I, M, L, E.

+
_)Fd :O

a (K+g)
d
L F k. = Fa = 3KkN

Ml =0
x(K) —

+ rd
—>Fap =0

L F gy = Fa=3kN
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DM -y 51— 3kN

+ ~d
—)Fa (B+s) =0
+‘LFtd (B+e) =F4 —Fg =3-3,8= -0,8kN

+ nd
—)Fa (I-¢) = 0

+‘LFtd U-s) =Fa —Fg=3-3,8 =-0,8kN

¥
+ M¢

ey =—Fa-2a+Fg-a=-3-2+3,8-1=-2,2kNm

2
;};Fa,d(l‘i*&') = F3 cosa = 4&% = 4kN

+~LFtd (1+¢) = F4 —Fg + F3cosa :3—3,8+4\/§g:3,2kN

—tFad(Hfg) =F3cosa :4\5%: 4kN
+¢Ftd(H+£) =F, -Fg +Fssina=3—3,8+4\/§g:3,2k1\]
QM)CCZ(H—g) =F,-3a+Fg-2a-(F;sina)-a =
:_3'3+3>8‘2—4\/§g'1:—5,4kNm
QM?(HH) :M)Lci(H—g) + W =-54+6=0,6kNm
_JF’F;Z(L—&) =F3cosa = 4\5% =4kN

+V iy =F—Fg +F33ina:3_3,8+4\/§g=3,2k1\1
MY, = -F,-4a+Fy-3a- (Fysina)-2a+ M =
:—3~4+3,8~3—4\/§g~2+6:—2,6kNm

LF]

a(E):F3COSa=4\/§g:4kN
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NG

+4 Ffpy=Fy ~Fp + Fysina~ F =3~ 38+4J___4__08kN

QM)‘f(E) =-F,-5a+Fg-4a—(F;sina)-3a+ M +F, -a=

NG

=-3.5+3,8-4— 4f— 3+6+4-1=-1,3kNm

d
Oznaka Fa Koy P (Loe)

od tacke K pomjeren za malu velicinu g, odnosno o presjeku koji je u
odnosu na tacku L pomjeren za malu veli¢inu ¢ u desnu stranu.

znaci da se radi o presjeku koji se nalazi lijevo

Na slici 5.30, prikazani su dijagrami momenta (M), transverzalnih (I:“t) i
aksijalnih (F) sila.

b) Graficko rjesenje

Usvojimo razmjeru za duzinu Up i silu Ur i nacrtamo gredu sa
opterecenjem. Kontinualno opterecenje podijelimo na tri polja i utjecaj

svakog polja zamjenimo ekvivalentnom koncentrisanom silom
intenziteta jednakog povrSini polja (slika 5.34). Intenziteti sila

F F lF definisani su izrazima:

F, =q-a=2-1], F, =2kN

F, =q-a=2-1, F, =2kN

ﬁ‘q3=q-a:2-1, F%:QkN.

Zatim nacrtamo poligon sila i verizni poligon (slika 5.34) na osnovu

kojih grafickim putem odredujemo reakcije I:“A iﬁ‘B. Pri odredivanju

reakcija grafickim putem moramo imati u vidu sljedece:

- polozaj napadne linije reakcije Fy je poznat dok F, nije,

— sile u planu sila nanosimo redom s lijeva u desno,

— proizvoljno izaberemo tacku P kao pol i povu¢emo zrake 1,2,3,...,10,

— prvu zraku veriznog poligona (uprosteni model grede — slika 5.34a
mora prolaziti kroz tacku A, zbog toga Sto je to, kao napadna tacka
reakcije F, , u potpunosti definisana tacka na pravcu reakcije
F, (za razliku od ostalih koje nisu poznate) i zbog toga da mozemo
zatvoriti verizni poligon zrakom z koji je definisan izmedu reakcija
F,iFg.

(181




STATIKA

Ako bi sile nanosili redom s desna u lijevo tada bi posljednji zrak morao
proci kroz tacku A. Kontinualno opterecenje je svedeno na ekvivalentni
sistem koncentrisanih sila da bi dobili ta¢niji dijagam transverzalnih
sila i momenta. Zrak z (zakljuéna linija) definisan je tackom A

(presjec¢na tacka zraka 1 i pravca reakcije F » ) 1 tackom presjeka zraka
10 i pravca reakcije I:“B. Reakcija I:“B (poznatog pravca) je izmedu zraka

10 i z (duz jk), dok se reakcija F, dobija zatvaranjem poligona sila od
tacke k do a (zrak z i zrak 1). Na slici 5.34a, prikazan je takozvani
"iskrivljeni dijagram momenta". Intezitet reakcija F, i F; dobijamo

mnozenjem duzi ka i jk sa usvojenom razmjerom za silu Up.

Kako napadni moment zavisi samo od transverzalnih sila, nacrtan je
poligon sila i verizni poligon koga ¢ine samo sile upravne na gredu (slika
5.34b) uz izbor polozaja pola P' da zrak z' (zakljuéna linija) bude
horizontalan (udaljenost pola P’ od pravca sila, H =3 cm, proizvoljno se
usvaja). Na taj nacin dobija se ‘"ispravljeni" dijagram napadnog
momenta, kome su zraci 1', 2', 3', 4' i 5' obvojnice u polju kontinualnog
optereéenja. Potrebno je istac¢i da smo izvrSili redukciju dijelova
dijagrama na prepustima grede (A'’A"S" i B'B'"K") s tim da je veliCina
ordinata u karakteristicnim tackama ostala nepromijenjena.

Sa izabranom razmjerom Uy, , nanoseci sile s lijeva u desno (pocevsi od
sile F, ) nacrtan je dijagram transverzalnih sila (slika 5.34c). U polju

kontinualnog opterecéenja stvarni dijagram transverzalnih sila dobijen je
povlacenjem pravih kroz tacke pocetka i kraja elementarnih polja i

srediSnje tacke vektora ekvivalentnih koncentrisanih sila F‘ql,ﬁ‘% iﬁ‘qs
(slika 5.34c).

Na slici 5.34d, prikazan je dijagram aksijalnih sila nacrtan u razmjeri
Ura. Pri crtanju dijagrama koriStene su projekcije sila na horizontalnu
osu grede. Vrijednosti projekcija sila nanose se na vertikali kroz
napadne tacke sila. Ako aksijalna sila opterecuje presjek na istezanje
smatra se pozitivnom, a na pritisak negativnom. Na osnovu toga su
oznaceni znaci u dijagramu (pozitivan znak iznad nulte linije, a
negativan ispod).

Isti princip oznacavanja primjenjuje se i kod dijagrama transverzalnih
sila dok je kod dijagrama napadnog momenta pozitivnha vrijednost (znak

non

"+") oznacena ispod nulte linije, a negativna (znak "-") iznad nulte linije.
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Slika 5.34 Graficko rjesSenje zadatka 5.2
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Fy=ka -Up = 2,56cm2kN =5,12kN
lcm
Fy = jk-Up =1,9cm2kN =3,8kN
lcm
M pax = Ymax Uy = 0,9cm6kﬂ= 5,4kNm
lcm
lcm

Zadatak 5.3 Data je konzola AB, opterecena silom 15‘1, vertikalnim
silama F, i F, i trapeznim kontinualnim optereéenjem. Analiticki i
graficki odrediti reakciju ukljestenja i nacrtati staticke dijagrame. Dati
su podaci: F; =22 kN, F, =4 kN, Fs =4 kN, g=2kN/mia=1m.

25
?€ s
D B

A C

—>

F, Fy

a a 3a
| I

Slika 5.35 Konzola optereéena koncentrisanim silama
i kontinualnim opterecenjem

RjesSenje:

a) Analiticko rjeSenje

— Otpor ukljestenja

Konzola oslobodena veza prikazana je na slici 5.36. Uticaj ukljeStenja
kao veze zamijenjen je odgovarajucom reakcijom F,, odnosno njenim
komponentama ﬁ‘Ax i F‘Ay i momentom ukljeStenja M 4 - Kontinualno
optereéenje svodimo na koncentrisanu silu F‘q . Staticki uvjeti ravnoteze

konzole AB, opterecene sistemom proizvoljnih sila definisani su
jednacinama:

2X=0
Fi1 COS 450 — XA= 0 toriiiiiiiieie e (a)
2Y=0
Ya—F1Sin 450 + Fo — Fg+ F3 = 0eniiiiiiiiiiiiiii e (b)
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2> Ma=0
Ma— (F1sin43% a+ Fy - 2a—-Fy(5a—-x1) + F35a=0...c.cccceveniennenn. (c)

Sila F, i polozaj teziSta trapezne povrSine racunaju se izrazima:

qugq%?)a:%-q'a:%'zl .................................................... (d)
=9 kN
Tzw:iu:il ...................................................... (e)
3-(2g+q) 3 3
xr=1,33 m
Iz (c):
Ma=(F1sin43% a—-F,2a+ Fg(S5a—Xx1) = F3 9Q.cccvciiiiniiiiiiinnenn.. (c)

M, =2\/§§~1—2~4-1+9-(5~1—1,33)—5-4~1

Ma =7 kNm

Iz (a) i (b):

XA = F1 COS 430 i (a
Ya = F; sin 450 — F, + Fq—F3 .......................................................... (b')

odnosno:
X, =242 ﬁ =2kN
f

_zf—+9 4-4=3kN

Intenzitet i pravac djelovanja reakcije Fa definisan je izrazima:

=X Y 2 e (f)

F, =+2%+3%=3,61 kN

Y 3
S AT CEE A = AT O o oottt h
@ gXA 85 (h)

¢ ~ 56,310

Kontrola:
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QZMB=O
Fg-xr—F- 3a+ (F1sin43% 4a - Ya- Sa+ Ma=0 c..ccvveveniiinen... (i)

9.1,33—4-3-1+(2ﬁ.ﬁ/2).4.1—3.5-1+7=o

Xr
2q
29
q x
D 49A B
_ o N
+e
a a a a a
\ @
M, 4
(S,) x=1,lm
-3
a)
_ _ 3kNm
Uy =
: N 8 lem
0,89 [P
Mymax|=2,13kNm [ 2,11
5
A
s & @ ®
Y,
5 1
b) 1 1
+ + 2kN
[0] (0] FE =
° A , t lcm
i
2 2
F, -4
C) e X, U _ 2kN
e | e 2 1em
00 0 0

Slika 5.36 Konzola oslobodena veza sa grafickim prikazom statickih

dijagrama dobijenih analitickim proracunom
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- Dijagram momenata savijanja (M), aksijalnih (Fa) i transverzalnih
(Ft) sila

Za crtanje dijagrama momenta savijanja (JVI r), aksijalnih (Fa) i
transverzalnih (Ft) sila primijenit ¢éemo analizu po poljima i
karakteristicnim tackama. Analizu po poljima primijenit c¢emo na dijelu

konzole sa kontinualnim optereéenjem, a na dijelu sa koncentrisanim
silama primijenit é¢emo analizu po karakteristi¢nim tackama.

Polje BD: 0 < x < 3a

Iz sli¢nosti trouglova slijedi:

q d, 3a—-x X
— =—=% " odnosno: = =q|l-—1|.
3a 3a-x 9 =473, q( j

Intenzitet sila Fy i Fg definisan je izrazima:
X X
F,=x(g+ =x|g+q|l-—||=q|2-—|x
w=x(q+a,) [q q( 3xﬂ q[ ij

1 1 1 x q .
F.==x(2g-g-qg.)== —g.)== —gl1-=2 =L
2 Qx( a-9-4q.) Qx(q q,) Qx{q q( Saﬂ e

+
_)Fad = O
2

X q X
+{F'=F,+F,-F, =q(2—§jx+ax2—g :—4+4x—?

a 2 X q 2 X X
+M¢ =F,x-F,-x-F,==F, - x—-—x"-=x-q|2-— |x=
pe e 23 g 0 6a’ 3 q( 3aj 2
3
?M}ix=4x—2x2+%

A
X |y
) 3
=:Z::€X \\:——-T:F B q
af _ a|llFrriRed]]e
x |.D s B
P F x/2
X
x=3a x=0 Fs
3a T

Slika 5.37 Polje BD
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Vrijednosti Fa, Ft i Mr za neke veli¢ine x date su u tabeli:

0<x<3a
x(m) Fa(kN) F¢(kN) Mi(kNm)
0 0 -4 0
1 0 -0,33 2,11
2 0 2,67 0,89
3 0 5 -3

Vrijednosti aksijalne (FE,) i transverzalne (F,) sile i momenta savijanja
(M ¢) van polja sa kontinualnim opterecenjem u karakteristicnim

tackama A, C i D definisane su izrazima:

Al Fal(A+g) X, = 2kN

+
F;(c o =X, =2kN

2

+Fal(c+e,) XA_ECOS4SO:2—2 2= =0
2
+FaI(D o =X, —~F cos45°=2-2 ngo
+1 Ftl(A+g) =Y, =3kN
+* Fye_, =Y, =3kN
+1 Fic,y =Y, —Fsin45° =3 -2 2? =1kN
+ T Fp, =Y, - Fsin45° =3-2 232
2

%
+ M}x(A+g) = _MA =—-7kNm

My =-M,+Y, a=-7+3-1=-4kNm

M, :—MA+YA~2a—Flsin45°~a:—7+3~2—21/2g-1:—3kNm
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Posto transverzalna sila u polju BD mijenja predznak znac¢i da mozemo
odrediti ekstremnu vrijednost momenta ispod kontinualnog opterecenja.
Tu vrijednost odredujemo iz uvjeta:

dMmé
2

—4+4x,-Xe 20
3

x2-12x,+12=0

2
(x2),, = ‘(‘12)i\/(;1j) "2 G4

(x,),=10,9 m (x,),=1,1m

Prihvatljivo rjeSenje je (Xo)2 = 1,1 m za koje slijedi ekstremna vrijednost
momenta:

5 3
(%), _4.1,1-201,1p + 22

=2,13kNm

2
Mg =My, =4(%), =2(%), +

Uzevsi u obzir da je Mg =My, =Mg >0, slijedi da je moment

My ., , maksimalan, odnosno:

Myax =Mype =My ), = Mp, =2,13kNm

Vrijednosti aksijalne i transverzalne sile i momenta savijanja dobijene
proracunom za karakteristicne presjeke konzole prikazane su pomocu
dijagrama na slici 5.38.

b) Graficko rjesenje

Usvojimo razmjeru za duzinu Uyi za silu Ur i nacrtamo datu konzolu sa
opterecenjem. Kontinualno optereéenje podijelimo na tri polja i uticaj
svakog polja zamijenimo ekvivalentnom koncentrisanom silom,
intenziteta jednakog povrsini polja (slika 5.38). Specificna opterecenja qi
i g2 odredujemo na osnovu promjene specificnog opterecenja u polju
BD:

G =g+ quaa=q+q(1-2a/3a) = 2 + 2 (1-2/3) = 2,67 kN/m
@ =g+ quea=q+q(l-a/3a)=2+2(1-1/3) = 3,33 kN/m

F,

Intenziteti ekvivalentnih koncentrisanih sila F 92

g1 F,3 iznose:

689
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P :q+q1.a:2+2,67

. 1=2,335kN
2 2

F,=-31% g 2,67+3,33 1 _ 5 985kN
2 2

F,=2 ;2‘1 a-= 3’33;2'2 1=3,65kN.

Na osnovu usvojene razmjere za silu Ur konstruiSemo poligon sila (slika

5.38), na osnovu kojeg slijedi reakcija F, Giji je intezitet definisan
proizvodom duzi %i razmjere Ur. Reakcija F, zatvara poligon sila.

Da bismo dobili dijagram napadnog momenta redukovan na horizontalu
sa odgovaraju¢im znakom, uobicajenim za napadni momenat, treba
imati u vidu sljedece:

a) Ako je ukljeStenje na lijevoj strani sile u poligonu sila nanosimo

F,

redom slijeva u desno, prvo F, pa F,,F, q2’ﬁq3 i na kraju F;.

ql’

b) Pol P uzimamo na horizontali povucenoj kroz kraj posljednje sile,

i to sa desne strane poligona na proizvoljno izabranom
rastojanju H.

Kako napadni moment zavisi samo od transverzalnih sila, nacrtan je

poligon sila i verizni poligon (slika 5.38a), kojeg ¢ine samo sile upravne

na gredu. Na osnovu zraka 1, 2, 3,..., 7 definisanih planom sila i

veriznim poligonom na slici 5.38a, dobijen je dijagram napadnog

momenta redukovan na horizontalu. Moment ukljeStenja M 4 definisan

je proizvodom ordinate Ya sa dijagrama i razmjere za moment Uym. U
polju kontinualnog optereéenja dijagram momenta definisan je kubnom
parabolom za koju su zrake 3, 4, 5 i 6 tangente, odnosno obvojnice.

Sa izabranom razmjerom Ur, nanoseci sile s lijeva udesno (pocevsi od

sile FAy) nacran je dijagram transverzalnih sila (slika 5.38b). U polju

kontinualnog opterecenja transverzalna sila se mijenja po funkciji
kvadratne parabole, a startni dijagram transverzalnih sila dobijen je
povlacenjem parabole kroz tacke pocetka i kraja elementarnih polja i

srediSnje tacke vektora ekvivalentnih koncentrisanih sila Fql,ﬁ‘qz 1F,;.

Na slici 5.38c, prikazan je dijagram aksijalnih sila nacrtan u razmjeri
Ura. Vrijednosti projekcija sila na horizontalnu osu x nanose se na
vertikali kroz napadne tacke sila. Dio konzole AC u ovom slucaju
napregnut je na zatezanje tako da je dijagram aksijalnih sila nacrtan
iznad nulte linije i u njemu je nacrtan znak "+". Ostali dijelovi konzole
nisu optereceni aksijalnim silama.
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L

Yy
Df-’n 2q
— q %
F,; F, g 7 ANEE 9, 2g . 1;; = 5
i c bp|\C [\&|\kE ~ . | °
M;(iﬁa) : / F. DV l % B £ 2 a'=k’
ﬁ':y ’ ﬁ;l ﬁ;2 ﬁ;s F‘; I d 1
i
a a a a a - By *
Fy F, b
= c 2
: @ Fa Py
M, e — 9 gl g 7 B
(M,,) 2 Xo=1,1m| h F,, . | . | =
a) ﬁ
N\ 0
0 —-
\4 . F‘;s F; . Fo
5 Fg
Mymax 6
g
>
] f!Lo—Mg
@ ﬂ; |Far f 17
b) | Razmiera: -
azmjera: 3cm
Fa U =1m/1cm
I Ur=1kN/1 cm
| Uvr=UL-Ur-H=1-1-3
By EF Uu=3 kNm/1 cm
o ab = F /U
| bc = FQ/UF
I cd = Fq1/UF
] '_j___ WO de = FqQ/UF
.i ef= Fq3/UF
l:— fg = FS/UF
I Ma = yaUn = 2,33 - 3 =7 kNm
% ’ Mmax= yma_x'UM =0,73=2,1 kNm
N Fa=ga-Us=3,6-1=3,6kN
@ Xa=gh-Up=2-1=2kN

Ya=ha -Up=3-1=3KkN
X1=ak~UF=2-1=2kN
Yi=kb-Up=2-1=2kN

Xe)
B
®

&

06 00

Slika 5.38 Graficko rjesSenje zadatka 5.3
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Zadatak 5.4 Za sistem krutih tijela optereéen prema slici 5.39,

potrebno je:

a) odrediti reakcije svih spoljasnjih i unutrasnjih veza sistema,

b) nacrtati staticke dijagrame momenta savijanja, aksijalnih i
transverzalnih sila za svako tijelo sistema posebno.

Sopstvene tezine greda se zanemaruju. Dati su podaci: F=1 kN, G=1
kN, M=2kNm,a=4m,b=3m,c=2m,d=1km,e=4m, f=3m,
g=1m,qg=1kN/m

Slika 5.39 Sistem tijela optereéen koncentrisanim silama,
kontinualnim optereéenjem i spregom sila

RjesSenje:
a) Reakcije spoljasnjih i unutrasSnjih veza sistema

Reakcije svih spoljasnjih i unutras$njih veza sistema odredit c¢emo
analiticki, razlaganjem datog sistema (slika 5.39) na tri podsistema:
podsistem I — kugla M, podsistem II — greda CD i podsistem III — greda
(konzola) AB (slika 5.40). Uspostavljanjem ravnoteze podsistema bit ce
uravnotezen sistem kao cjelina. Sistem i podsistemi oslobodeni veza
prikazani su na slici 5.40.
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Qe

v

a) podsistem I - kugla M b) podsistem II - greda CD c) podsistem III - greda (konzola) AB

Slika 5.40 Sistem osloboden veza i razloZzen na podsisteme

Podsistem I - kugla M

Analiticki uslovi ravnoteze za suceljni sistem sila u ravni koji djeluje na
kuglu M definisani su za usvojeni koordinatni sistem Oxy, prema slici
5.40a, jednacinama:

¥X=0
2Y=0

FN cos60° — Fu S O (@)
Fry c0830°% = G320 oo, (b)
Iz (b)

Fry =G30830% = 2KN ..ottt (b')
Iz (a)

F, =F,c0860% = TRN .....cc0oouiiiiiiiriiiiieieeie ettt ereeeae e (@)

Podsistem II — greda CD

Na gredu CD, prema slici 5.40b djeluje proizvoljni sistem sila u ravni.
Za usvojeni koordinatni sistem Oxy analiticki uslovi ravnoteze glase:

2X=0

2Y=0

>XMc=0

Fu—Xc—FNcoS 600 = 0..euniiniiiiiiiine e (c)
Yo — FNCoS 300+ FD =0 ioniiiiiiiiiiiiiiiii e (d)
“FN-g— M+ Fp-ecoS 300 = 0.t (e)
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Dopunski izrazi potrebni za rjeSenje sistema jednacina (c) do (e) prema
slici 5.40 su:

Fn = FN' e 4]
FN=FN =2 KN ..ottt (g)
Fi=Fy+Fy ([=CA) i (h)
B = X, 1 oo (i)
By =Y ] oo G)
Xi= Fie COS Qlieeeniiniiiiiiiiiiii e (k)
Yi= Fiv SITL Qiceueenieniiniiieei et 0
o= X 4 Y2 e (m)
Y,
L O = n
g =y (n)
Y,

;= B e e o
a; = arc gXi (o)
1z (e)

M+Fy-g
Fry= I Z —I55KN oottt e'

P e cos30° ()
Iz (d)

Yc= Fncos300- Fp= 0,577 KN ....cccciiiiiiiiiiiiiiiiii e (d)
Bl = = U e (p)
Fu.= F/=1 RN o (r)
Iz (c)

Xc=Fu—FNcos 000 =0 ..ot (c)

Na osnovu izraza (h) do (o) i slike 5.40b intenzitet, pravac i smjer
reakcije u zglobu C iznosi:

FC = FCY oo (s)
Foc=Fcy=Yc= 0,577 KN ...ttt (t)
ac =900

Podsistem III - greda (konzola) AB

Na gredu AB prema slici 5.40c takoder djeluje proizvoljni sistem sila u
ravni. Kontinualno opterecenje svedeno je na koncentrisanu silu
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Fg= g (c—d) =1 kN. Za usvojeni koordinatni sistem Oxy uslovi ravnoteze
glase:

2X=0

2Y=0

>Ma=0

SF 4 XA =0 i (W
SED = Fgt Ya =0 (V)

-Fa/8+Fo b+ Fg(c+ d)f2+ Ma=0 ccovieriiiiiiiiiiiiiiiieiicicenee, (2)

Dopunski izrazi su:

FD' = - FD et (x)

Fp' = Fp= 1,155 KN ..ttt e ()

Iz (u)

Xa=F =1 KNttt (u"
Iz (v)

Ya=Fp + Fg=2,155 KN...oioiiiiiiiiiiiiiiiiii e (v')
1z (2)

Ma=Fa/8 -Fp'b-Fq(c+d)/2=

=- 4,465 kNm (pogreSno pretpostavljen Smjer)........ccccceeeueeneennennen. (z)

Na osnovu izraza (h) i slike 5.40c, intenzitet, pravac i smjer reakcije F A

iznose:
F,=+yX2+Y2=2376kN a, = arctg;;—A =65,11°
A
b) Statiéki dijagrami - dijagrami momenata savijanja (M )

aksijalnih (F, ) i transverzalnih (F,) sila

Staticke dijagrame ¢emo nacrtati za svako tijelo posebno. Sve sile koje
djeluju na tijelo su sad poznate jer smo odredili reakcije svih veza.
Greda CD

- Analiza po karakteristiénim tackama (presjecima)

Pri analizi transverzalnih sila, napadnih momenata i aksijalnih sila za
gredu CD potrebno je sve sile koje djeluju na tu gredu razloziti u
komponente da budu normalne na osu grede CD i kolinearne sa osom
grede CD. U tom cilju ¢emo izracunati:

Fcey1 = Fccos 300+ Fyucos 600 =1 KN ...ioiiiiiiiiiiiiieieeeeeeeieen, (W)
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Fcx1 = -Fc sin 300 + Fy sin 600 = 0,578 KN .....ccoiiiiiiiiiiniiiiieciiineeee, (a1)
Fpxi = Fpsin 300 = 0,578 KN ...ccuuiiiiiiiiieiieii e (b1)
Fpyr = Fpcos 300 = 1 KN .ottt (c1)

Uwmr= 1 kNm/1lcm
Urc =2 kN/1cm
Ura = 1 kN/1lcm
Ur=1m/lcm

Slika 5.41 Staticki dijagrami grede CD

Aksijalna sila (Fa)

+ il
« Facie=0

+ pl + pl + pl + pl + pl + pl
(—Fa(C+5) = (—Fa(N—g) = (—Fa(N+g) = (—Fa(K—g) = (—Fa(K+g) = (—Fa(D—g) =
=—Frx; =-0,578kN
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Transverzalna sila (Fy)
!
+ T Ft(C—a) = O
l !
+ T Ficio) =+ T Fyy_s) = Foyr = 1kN
! ! ! !
+7 Fanie =+ 0 Fig-s =+ T Figie =+ T Fyp-s) = Feyr — Fy =—1kN

Moment savijanja (M)

Yl

o
+ Myy =Fey,-g=1kNm

~
+ M;(K—e) =Feyy - f —Fy(f —g)=-1kNm

% 1 N !
+ Mf(K+g) = 4 Mf(K_g)'i‘M =1kNm

?Mi‘D:FCYre—FN(e—g)JrM:O

Greda (konzola) AB

- Analiza po poljima

o A Yl cta y
+ ~d 3
ASFY =X, =1kN e
+¢1:td=_YA+Fq1=x_2,155 @pz 2 5
o ! ~ %,
+M?x:YA'(x""]-)_Fql'O,SX—MA: lEq 1[(_)1 <‘§
. F, A .
ql FAx
=-0,5-x%+2,155x - 2,31 =i
x=1m x=0| =1lm
0<x<1m | —
x(m) | Fa(kN) | Fy(kN) M¢(kNm
0 1 -2,155 | -2,310 Slika. 5.42 Polje I
0,25 1 -1,905 -1,803
0,5 1 -1,655 -1,358
0,75 1 1,405 | -0,975
1 1 -1,155 | -0,655
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- Analiza po karakteristicnim tackama (presjecima)

Aksijalna sila (Fa)
+
F ti(B—g) =0

+ ol + + +
Fapie) = CFap-s) = < Fapre) = < Fap—s) = F =1KN

+
Faa=0
+ + il
< Faase) = < Fa-o) = Xa = 1kN
Transverzalna sila (Fy)
l 1 1
+7 Ft(Afa) =+1 Ft(A+a) =+71 Ft(D,g) =0
+1Flp,, =+ 1 Flp_,) =—Fp=1,155kN
l
+1 Fia-s=0
+ 1 Flypy =+ T Fly,) =Y, = -2,155kN
Moment savijanja (Mj)
>l
+ My =0
~

. My, =F-a/8=0,5kNm

ol
+Mﬂ):F-a/8:0,5kNm

:VM}E =F.a/8-F,-(b-c)=0,655kNm

o
+ My =0

% 1
Y% 1
My =-M,+Y, d=-2,31kNm

Na osnovu izracunatih vrijednosti za moment savijanja (M 1), aksijalne

(F,) i transverzalne sile (F,) nacrtani su dijagrami na slikama 5.41 i

5.43.
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¥y o
a) Fy
Bl D q
S E
Sy S 1_7"0
te -
a
b Ur=1m/1cm
c Uwr=2kNm/1 cm
q Urt=1LkN/1 cm
Ura=1kN/1 cm
4,465
@ 2,31 M,
0,655
by 0

0,5 0,5
. &) :
A
) Fy
-1,155[ -1,155 Fay
-1,655
"2,1557.2,155
1 j 1
d g % E,,
00 ‘g’O

Slika 5.43. Staticki dijagrami grede AB
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Zadatak 5.5 Dat je llnljskl puni Gerberov nosa¢ AC, opterecen

koncentrisanom silom F, momentom sprega sila M i jednakim
kontinualnim opterecenjem q prema slici 5.44. Analitickim i grafickim
putem odrediti otpore oslonaca i nacrtati staticke dijagrame Dati su

podaci: F=4+2 kN, M= 6 kNm, g= 1 kN/mia=1m.

—

T PN q
Pl AN | L
AN BB AL

a__a a a_| 2a

Slika 5.44 Puni linijski Gerberov nosac
1. Analitiéko rjeSenje
a) Otpori oslonaca

Pri odredivanju otpora oslonaca potrebno je prvo kontinuirano
opterecenje zamijeniti koncentrisanom silom:

Uticaj oslonaca zamijenimo odgovaraju¢im reakcijama tako da imamo
Getiri nepoznate velidine Fy,, Fy,,Fg, F, (ili Fy, ay, Fg, Fc) (slika 5.45).
Iz uslova ravnoteze za proizvoljni sistem sila i usvojeni koordinatni
sistem Ouxy slijede tri jednacine. Cetvrtu jednacinu dobijamo iz uslova

da je suma momenata za Gerberov zglob s lijeve ili s desne strane
jednaka nuli. Analiticki uslovi ravnoteze definisani su jednac¢inama:

2X=0 XA F X T 0 e (b)

2Y=0 Ya+ FB—Y—Fg+ FCc = 0.iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiceccns (c)
SMa=0-M+Fs2a-Y3a-Fy5a+ Fc6a=0.nniinaeenaernnnn.. (d)

N rd

L Mg =0 Fc2a—-Fqa=0 .cooiiiiiiiiiiiiiiiiii (e)

Potrebno je definisati i slijedece izraze:

Fou = Fae F FAY oo, (f)
Foay = X g L oo g
Fay Y4 J i (h)
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XA = FA - COS OLA ttuttnininiii ittt (i)
YA = FA - ST QA cuentninet ettt et e 3§)
o =X Y 2 e (k)
tga, OSSO 1)
A

aA—arcth—A ............................................................................... (m)

A
F=Fy 4 F, oo (n)
By = X ol oo (0)
Fy =Y ] e (p)
X =F-cos 450:4\/§g:4kN ..................................................... (r)
Y:F-sin450:4\/§g:4kN ...................................................... (s)
1z (e):

Fe=Fg/2=2/2=TKN ..oocooiioiiiioeoeeeeeeeeeeeeeeeeee . (t)
Iz (b):

XA= X =B KN Lo (b))
Iz (d):

F=M/2a+ Y3/2+ F45/2 = 3FCuuuuciieeeeeeeeeeeeeeenn, (u)

Fp=6/2+4-3/2+2-5/2-3-1=11kN
Iz (c):

Ya=Y+Fy—Fp—Fc=4+2—11-1.ocoiiiiiiieinainnnn., ()

Ya = -6 kN (pogre$no pretpostavljen smjer)
Pravac i intenzitet reakcije u osloncu A odredeni su izrazima (m) i (k):

o, = arctg_Tr6 =-56,31°

F, =+4%+(-6)* =7,21kN

Kontrola:

>Mg=0 -Ya-3a-M-Fg-a-Fq-2a-Fc-3a=0..ccccceerrriennn. (v)
-(-6)-3:1-6-11-1-2-2-1+1-3-1=0

b) Statiéki dijagrami momenata savijanja (M r), asijalnih (I:“a) i

transverzalnih ( ﬁ‘t ) sila

Staticke dijagrame za dio nosaca gdje imamo kontinualno opterecenje
odredi¢emo analizom po poljima, a na dijelu nosac¢a gdje nemamo
kontinualno optereéenje analizom po karakteristicnim tackama
(presjecima), kako je uradeno u prethodnim primjerima.
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y
AN BN 2 .
S l %.\V B F, G,L::::J’ﬁ/: a
d s A\Pr 7 ﬁ;" . c
-€ | +g
a a a a a a

+ O
)

0,375 0,5 0,375

5] 5 fmax

Q)]

+ +
9 Fq! _ 9
1
Fp
FAy C_)
!—6 o
] |®
Fy, @ F,
+ +
0 60

Slika 5.45 Gerberov nosac osloboden veza sa grafickim prikazom
statickih dijagrama dobijenih analitickim proracunom

20)
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- Analiza po poljima

Polje I: 0 < x < 2a

Fo=qx=x - x |y
2 2
+ d p
SFEY=0 )
+ YR =-F.+F =-F.+x=x-1 = [T
N d 2 S S eSS
+ Mg =Fc-x—-F; -0,5x=x-0,5-x x G p 7 c
ql
0<x<2a X P
x(m) Fu(kN) [ Fy(kN) [ Mg(kNm)| |*=2a x=0T ¢
0 0 1 0 L |
0,5 0 -0,5 0,375 Slika 5.46 Polje 1
1 0 0 0,5
1,5 0 0,5 0,375
2 0 1 0

Prema tabelarnim podacima vidimo da se u polju I ispod kontinualnog
opterecenja javlja ekstremna vrijednost momenta savijanja My, jer
transverzalna sila mijenja predznak, mada je iz tabele ocigledno da se
za vrijednost F: = O na udaljenosti x = 1 m od tacke C, odnosno oslonca
C javlja Mfnax = 0,5 kNm. Isto se moze pokazati i matematicki, kako
slijedi:

dM 4,

L B,

X, =1m

d*M ¢

TQfx = %(%(—O,ng + xo)j =-1<0 - max

My max = My (x, 1) = -0,5x2 + x, =0,5kNm

Dakle, na udaljenosti x = 1 m od oslonca C definisana je ekstremna
vrijednost momenta savijanja My, a ta ekstremna vrijednost je
maksimalna (jer je drugi izvod negativan).

- Analiza po karakteristicnim tackama (presjecima)

Aksijalna sila (Fa)
+ i
Faae= 0

+
JFL=X,=4kN
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a

F (A+e) = =4 kN
+ + + 1
(—Fa(ng) Fa(mg = Fa(B £) Fa(B+g) Fa(E—g) =X, =4KkN

l +
(—Fa E+¢) (—Fa(G—s) :XA -X=0

Transverzalna sila (Fy)
!
+1 Fiag =0

l l l
+TFt(A+s) :+TFt(D—g +TF(D+5) —+TFt(B_g) =-Y, =-6kN
+TEZ(B+€)=+TEZ(E_5 - Y, +Fy=-6+11=5kN
=+ P Flp,y=+TFlgy=-Yys+Fy Y =-6+11-4=1kN

Moment savijanja (M)

™~
+MfA:0

™~

o~
Mipy=-Yya+M=0

T Mly=-Y, 2a+M=-6-2+6=--6kNm

8%
My =-Y,-3a+M+Fz-a=-1kNm

m
+M;G=—YA~4a+M+FB-2a—Y-a=0

Izracunate vrijednosti momenata savijanja (M r), aksijalnih (F,) i

transverzalnih (F,) sila graficki su predstavljene statickim dijagramima
na slici 5.45.
2. Graficko rjesenje

Graficko rjeSenje za Gerberov linijski puni nosa¢ bazira se na istim
principima kao za prosti linijski puni nosa¢ obraden u prethodnim
primjerima. Kontinualno optereéenje podjelimo na dva dijela i
zemijenimo sa odgovarajué¢im koncentrisanim silama Fy i Fp. Na
osnovu usvojene razmjere za duzinu U. =1 m/1 cm i silu Ur = 2 kN/1
cm nacrtamo nosac i plan sila (slika 5.47 a i f). Verizni poligon crtamo
tako S§to prvu zraku povlaéimo kroz nepomicni oslonac A (sile u
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poligonu sila nanesene s lijeva u desno), a odgovarajuce zrake do
presjeka sa odgovarajucom silom. Moment sprega sila M svodimo na

paralelne sile F, na medusobnom rastojanju a = 1 m. Za odredivanje

reakcija FA,FB iFC potrebno je imati dva zavrSna zraka veriznog
poligona. ZavrSne zrake veriznog poligona odredene su kako je
prikazano na slici (slika 5.47 b) gdje je dobijen iskrivljeni dijagram
momenta savijanja (M r). Zavrsna zraka veriznog poligona z; odredena

je tackom M (presjek zrake 6 i pravca reakcije F¢) i tackom N, odnosno
Gerberovim zglobom u kojem moment mora biti jednak nuli, a zavr§na
zraka z; odredena je tackom R (presjek zrake z, i pravca reakcije Fg) i
tackom A.

i
y
U.=1m/1cm
Ur=2kN/1cm
.
Fn=Fp=ga=% 1=1kN Fc=fg-Ur=0,5-2=1kN
Fs=M/a=6/1=6kN Fe=gh-Ur=55-2=11kN
ab=bc=Fs/Ur=6/2 =3 cm Fa=hk-Ur=3,6-2=7,2KkN
cd=F/Ur=4+2 /2=22 cm Fax=Xa=hh'- Ur=2-2=4kN
de=Fq1/UF=1/2=0,501’1’1 FAY=YA=h'kUF=3-2=6kN

ef=Fg/Ur="%=0,5 cm

Slika 5.47 Graficko rjeSenje zadatka 5.5.




STATIKA

Zadatak 5.6 Za dati okvirni nosa¢ na slici 5.48 odrediti graficki i
analiti¢ki otpore oslonaca i nacrtati staticke dijagrame. Dati su podaci:

F1=2KkN, F,=3KkN, F3 =33 kN, g=1kN/mia=1m.

M
s 5

Slika. 5.48 Okvirni nosac
RjesSenje:
1. Analiticko rjeSenje
a) Otpori oslonaca

Okvirni nosa¢ posmatramo kao kruto tijelo. Kontinualno opterecenje
zamijenimo koncentrisanom silom Fy; = g - 4a = 4 kN, a uticaj oslonaca
zamijenit éemo reakcijama veza F,,Fg, iﬁ‘By (slika 5.54). Na nosac¢ sada

djeluje proizvoljni sistem sila u ravni za koji su analiticki uslovi
ravnoteze definisani za usvojeni kooridnatni sistem Oxy jednacina:

X =0 Fo— X3 — F1 F XB = 0 ittt (a)
>Y=0 Fa—Fg- Y3+ YB=0 i (b)
A

+ 2M=0 Fi2a+X;4a+ Ysa+ Fg3a-F23a-Fa4a=0........... (c)

Reakcija Fg isila F; razlozene na komponente definiSu izraze:

Fg =Fgy +Fpy oo (d)
By = X5 L oo (e)
Fy =Yg J ittt @
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XB = FB - COS OB .tuituiuiniiiniiiniiii ittt e e (g)
YB = FB SINL OB tueeneniiniiiiii it (h)
Fp = X2 Y2 e (i)
Y, .
LA = B e (i)
XaB
g = arcth—B ............................................................................... (k)
B
F3_F3X+F3y -------------------------------------------------------------------------------- (1)
F3x = XS Z ................................................................................... (1’1’1)
Fsy = YS '] ................................................................................... (1’1)
X, = Fy - cos 60° =3y3:0,5=2,598KN .....ccoeiviiriiriieieie e (o)
Y; = Fy -sin 60° =343 :0,866 = 4,5KN .......cocooviieeieerireienenennans (p)
Iz (c):
2F, +4X,;+Y,+3F, - 3F
= 83 7T T2 D5 4T KN oo, (r)
4
Iz (a):
Xp=F +X3-F = 1,598 RN e s (a’)
Iz (b):
Ye=Ys+ Fg— Fa=3,03 KN ..ottt (b')

Intenzitet i pravac reakcije ﬁ‘B, odredeni izrazima (i) i (k) iznose:

Fp =4/1,5982 + 3,032 = 3,43 kN

3,03 _ 62,19°
8

ap = arctg
b) Staticki diajgrami- dijagrami momenata savijanja (Mj), aksijalnih
(Fa) i transverzalnih (F¢) sila

Prvo se definiSu staticki dijagrami za grede vezane za postolje — stubove
(na slici 5.48, to su grede AD i BH). Smatra se pri tome da se
posmatranje greda vrSi iz unutra$njosti okvirnog nosaca — tacka O. U
ovom primjeru c¢e biti prikazan jedan od niza nac¢ina analize i
definisanja statickih dijagrama. Okvirni nosac rastavit ¢emo na tri grede
(nosaca): AD, BH i CH, a uticaj jedne na drugu definisat cemo preko
aksijalne i transverzalne sile i momenta savijanja kako slijedi:
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- Greda AD
Uslovi ravnoteze:
2X=0 F,-Fop=0
Fxp = F, =3 kN
2Y=0 Fa—Fpy=0
Fpy = Fa= 5,47 kN
2Mp=0 F,-a-Mp=0
Mp=F,-a=3kNm
Aksijalna sila (ﬁa)
+4 F;(Afg) =0
+ ¥ Fare = Fa =—5,47 kN
+4 Fyigsy =+ Fageusy =+ ¥ Faip_yy = —F4 = =5,47 kN

Transverzalna sila ( Ft )

+ + il + il
(—Ft(A—g) = (—Ft(A+g) = (—Ft(K—e) =0
+ + l
< Forie) = < Fip-g) = —F2 = -3kN

Moment savijanja (M 7)

ry 1

+ Mg =0
ry 1
+MfK:0
%

ZOB
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3 M, O 0 F, 3
E T o3
K ]
Uu=3 kNm/lcm (D !
Ure =3 kN/lcm 0 s
Ura= 5 kN/1lcm ]
U.=1m/1cm
Ol
0 0 0 F, 5,47 A X
F,
d <o bl al

Slika 5.49 Staticki dijagrami za gredu AD

- Greda BH
Uslovi ravnoteze:

>X=

XY

0 Fux—F1+Xg=0

Fux=F -Xp =2-1,598 = 0,402 kN
=0 Yg— Fuy=0
Fry = Ys= 3,03 kN

>Mp =0 -Myg—-F;-2a+ Xg-4a=0

Mu=Xp-4a-F1-2a= 2,392 kNm

Aksijalna sila ( ﬁa )

LR
o

F(B+g)_+¢F(M o=+ Y Fapree =+ ¥ Flr o =-Ys =-3,03kN

Transverzalna sila (F,)

+ 1
(—Ft(Bfe) =0

+ + ol
< Fipie) = < Fym-o) = —Xp =-1,598 kN

Fz(M+g) = Ftl(H—g) =-Xp +F =0,402kN
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Moment savijanja (M)
a
d
o
+ MfM =XB -2a=3,196kNm

)
+ M?(H—S) =Xg-4a-F -2a=2,392 kNm

Yyl=
i P ® ®
'H o -3,03 Fuy O 0Fy 2,392 My g
= 0,402
\> FHx ’
S
0 | -
o— F1 : 1,598 F, -
U.=1m/lcm . | M
Ura = 3kN/lcm g =
Ure=2kN/1lcm O —(D
Uwr = 3kNm/1cm ol Fax

o

: F’\By B X~ 3,05 Fay 0 1,598 Fe 0
a) b) c) d)

Slika 5.50 Staticki dijagrami grede BH
- Greda CH
- Analiza po poljima
PoljeI: 0<x<a Y
Foe=-Fpe  Foe= Fo = X

Fpy=-Fpy Fpy= Fby =Yp

Mp = —Mb
FHX = _FHx Frux = FIy_Ix = Xu

ﬁHy = _ﬁ:Hy Fuy = FIY_Iy =Yn

. Slika 5.51 Polje I
My =-Mu
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+
JF.=0
+TF =-Fy=-q x=-x Fo=q-x=x
~ y \
. M}, =-F,-0,5x=-0,5-x" Vo Y @
a 4a|x x
0<x<1m 2 212 2 p
x(m) | Fa(kN) | Ft(kN) | My)kNm)
0 0 0 0 | P
1¢ 0 1 -0,5 Clmvt g | 7 E] *
mD — p
Fp,
Polje II: 0 < x < 3a X
Fp=q-a=1kN x=0 x=3a
a 3a

Fp=q-x=xkN |
JF,=-Fp=-X,=-3kN Slika 5.52 Polje I

+ T F! =-F + Fp, —F,, =-x+4,47

M}x:—Fq1~(x+a/2)+Fby~x—Mb—Fq2~x/2=

=0,5 x> +4,47x-3,5

0<x<3m

x(m) | Fa(kN) | Ft(kN) | Mg)kNm)
0 -3 4,47 -3,5
1 -3 3,47 0,47
2 -3 2,47 3,44
3 -3 1,47 5,41

Analiza po karakteristicnim tackama (presjecima)

Aksijalna sila ( ﬁ‘a )

d ]
_+)Fa(H+a) =-F,, =-0,402 kN

* Fp ) = —Fue =—0,402 kN

Transverzalna sila (ﬁ‘t)
+4 Fly,p) =—Fp, =-3,03kN
+4 F; , =-Fp, =-3,03kN
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Moment savijanja (M 7)

N\ d \
4 Mf(H+£) = MH = 2,392 kNm

1\ d ' \
+ M% =My +Fy,-a=541kNm

Ty

)
1
N7
I
)
V]
1
1
1
|
]
i
7
]
i
3
&_l\sjmgl

Q
TASis,
”34\

) =

o]/l
X

U.=1m/lcm a B i a -
Uur= 5 kNm/1lcm
Urt = 5 kN/1lcm

Ura=3 kN/1lcm |

»
"o

oy

5,41
, 2,47
Fpy 1,47

-3,03] -3,03

0o %0
X 0,402 "-0,402
Dx }T3X
-3 -3

Slika 5.53 Staticki dijagrami grede CH

2. Graficko rjeSenje
Otpori oslonaca

Na osnovu razmjere za duzinu Ur = 1 m/1 cm nacrtamo okvirni nosac¢
(slika 5.54a). Zatim na osnovu plana sila (slika 5.54b) konstrusemo
verizni poligon u okviru plana polozaja. ZavrSnu zraku veriznog
poligona z; prenesemo u plan sila iz kojeg o¢itavamo intenzitet reakcija
oslonaca F“A il:“B. Dakle, postupak je identican postupcima opisanim u
prethodnim primjerima proracuna punih linijskih nosaca. kontinualno
opterecenje treba svesti na koncentrisanu silu Fy = q - 4a = 4 kN. Kako
je nepokretni oslonac na desnoj strani, sile u planu sila nizemo pocevsi

od sile F, zatim }7‘3,13(1,15‘2, a prvi zrak veriznog poligona povla¢imo iz

tacke B (nepokretnog oslonca).
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ab=F;/Ur=2/1=2cm
bc = F3/Ur = 343 /1 = 34/3 cm

= cd=Fq/Ur=4/1=4cm
de=F2/Ur03/1=3cm

Fa=ef - Ur=5,47 - 1= 5,47 kN
Fg=fa -Ur=3,43-1=3,43 kN
Fp=Xs=fg - Ur=1,6-1=1,6kN
Fey=Ys=ga-Ur=3-1=3kN

<<l

d® — L aB = 62,19 0
F, e
b) Plan sila

Slika 5.54 Graficko rjesSenje zadatka 5.6
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Zadatak 5.7 Za dati okvirni (trozglobni — Gerberov) nosac na slici 5.55,
odrediti graficki i analiticki otpore oslonaca i nacrtati staticke
dijagrame: Dati su podaci F=2 kN, g=0,5kN/mia=1m.

M. & =
N [D X
F S
M7
—1c :
A B 1
A A
a 3a a a

Slika 5.55 Gerberov okvirni nosac
RjesSenje:
1. Analiticko rjeSenje
a) Otpori oslonaca

Okvirni (trozglobni) nosa¢ posmatramo kao kruto tijelo. Kontinualno
opterecenje zamijenimo koncentrisanom silom Fy = g - 4a = 2 kN, a

uticaj oslonaca zamijenit ¢emo reakcijama veza ﬁ‘Ax,ﬁ‘Ay,FBX iﬁ‘By (slika
5.61). Na nosac sada djeluje proizvoljni sistem sila u ravni za koji su
analiti¢ki uslovi ravnoteze definisani za usvojeni koordinatni sistem Oxy
jednac¢inama (a), (b) i (c), a jednacina (d) predstavlja dopunski uslov koji
uslovljava da je napadni moment u zglobu G jednak nuli.

>X=0 F—-F—Xat+ XB= 0ttt (a)
2Y=0 Yat+ YB=Fg=0 oo (b)
Y Ma=0 -F-a+F-2a-Fy Q+ Y5-5a=0urveeeeeerereeereernn, (c)
A d

+2XME=0 -F-a+Xp-3a+Y8:-a=0.coiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiniiineenn. (d)

Navedene jednacine treba dopuniti jednac¢inama koje definisSu razlaganje
reakcija F, i F; na komponente:

i =Fy +Fy (i =AB) i, (e)
Bt = X; o1 oottt ettt )
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Fiyy =Y J (g)

Xi = Fi v COS Qliernnniiniininii ettt ettt ettt ettt ettt aaes (h)

Y= Fie SIT Ol ceeneninii et (i)

By = X Y e ()
Y,

B O = e e k

8 = (k)

Y,

;= B ettt et et et e e e e e 1
a; = arc gXi 1)
Iz (c):

YB= (Fg—=F)/5 = Ottt (m)
Iz (d)
Xp=(F-YB)/3 =0,67 KN. i (n)
Iz (a):
Xa=XB= 0,67 KN ..ottt (o)
Iz (b):
Ya=Fg— YB=2 KN i (b))

Iz (j) i () slijedi:

Fy = X% +Y2 =4/0,67% +0 = 0,67 kN

ag = arcth—B = arctgL =0°
Xg 0,67

Fy=X2+Y2 =0,67>+22 =2,11kN

a, = arcth';A = arctgi =71,48°
X, 0,67

b) Statiéki dijagrami - dijagrami momenata savijanja (M )
aksijalnih (ﬁa) i transverzalnih (F,) sila

Staticke dijagrame odredit ¢emo kao u prethodnom primjeru prostor
okvirnog nosaca.

- Greda AD
Uslovi ravnoteze:
>X=0 -Xa+ F—Fpx=0

Fpx=F—-Xa =1,33 kN
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2Y=0 Ya— Fpy=0
FHy= Ya = 2kN
>Mp=0 -Mp-Xa-3a+F-2a=0

Mp=-Xa-3a+ F-2a=2kNm

@ @ J — Uwmr = 2kNm/1lcm
I AL Ure = 2kN/lcm
M, O 0 Fp. 0 Foy 2 Féx Ura = 2kN/1cm
-2 -1,33 ik [ Ur=1m/lcm
Mp
—(D g 8
D (] —~ lc¥ -—
0,67 F
0,67 F -1,33
— w d
V ..B A
0 F, 0 F, 2 ok A X
FAyO

Slika 5.56 Staticki dijagrami grede AD

Aksijalna sila (F ,)
+ ol
(—Fa(A+z;) = _YA =—-2KN

+ =l + l + l
(_Fa(c,&.) = (—Fa(C+a) = <—Fa(ng) =-Y, =-2kN

Transverzalna sila (F ()
+1 Ftl(A+g) =+1 Ftl(c_g) =X, =0,67kN
+1 Ftl(c+g) =+7 Ftl(ng) =X, -F=-1,33kN

Moment savijanja (M r)
m 1 _
+ Mg =0

My =X, a=0,67kNm

N

- Greda BE
Uslovi ravnoteze:
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>X=0 Fg-F+ Fex=0
Fex=F-Xg =2-0,67 =1,33 kN
ZY=O FBy=O
>XMe=0 Me-F-a+ Fg-3a=0
Mg=F a-Fs-3a=0
Yy
F=0F _ _ ® )
‘\FiiszE 0 0 Fz 1,33 0
E .
g 7 \)z/SIRIfO S UL =1m/1lcm
5 — St Ur = 2kN/1lcm
i~ F 1,34 _
o— $ Uwmr = 1kNm/1lcm
8]
N
A 0} FB‘ X 0,67
B 0 F, 0

Slika 5.57 Staticki dijagrami grede BE

Aksijalna sila (F,)
d d d d
+ Fiipey =+ 4 Fapps) =+ 4 Foin) = + ¥ Fyp_y = 0

Transverzalna sila (I:“t)

+ rd +

< Fipie= (—Ft‘(iM—s) =—Fg =-0,67 kN

S Fhe =& Fo ) =—Fs+F=0,67+2=133kN
Moment savijanja (M)

)

d

N

+ Mp =Fg-2a=1,34kNm

N

+MfE :FB'SQ_F'aZO
- Greda NE

- Analiza po poljima
PoljeI: 0<x<a
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A
= = Yy
FEx = _FEx X X @
F,, = Fy, =1,33kN 2. 2p
Fbx = _FDx N T/ |
Fp, = Fp, =1,33kN
Fby = _FDy
Fp, = Fp, =2kN
Mp =Mp =2kNm Slika 5.58 Polje I
F, =gx=0,5x
+
JF =0
+1TF/ =-F,=-0,5x
N A A
. Mj =-F,-0,5x =-0,25x Yl o ¥ )

a a|lx x
0<x<1lm 2,202 2,
x(m) Fa(kN) | Ft(kN) | Mg(kNm)
0 0 0 0 o lL g i
0,5 0 0,25 | -0,0625 |NTo=q\O} aype| 7 K| *
1-¢ 0 _0;5 _0,25 mD — P

oFDy
PoljeII: 0<x<3a x
Fyu=q-a=0,5kN a |0 34 x=3a

Fq2=Q'a=O,5X 1
T , Slika 5.59 Polje I
« F,=-Fp=-Xp=-1,33KN

+YF/ =-F, +Fp, - F,, =-0,5x+1,5
M, = F(x+a/2)+Fy, - x~Mp-Fy-x/2=-0,25-x> +1,5x - 2,25

0<x<3m

x(m) Fa(kN) | Ft(kN) | Mg(kNm)
0 1,33 1,5 2,25
1 1,33 1 1
2 -1,33 0,5 0,25
3 1,33 0 0

Analiza po karakteristicnim tackama (presjecima)

Aksijalna sila ( F‘a )

2 13
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+ ~d + nd + ~d + ~d '
_)Fa(EJra) = _)Fa(G—s) = _)Fa(GJr.s) = _>Fa(K—s) =-Fp = -1,33kN

Transverzalna sila (Ft)
d d
+3 Fipie) =+ \ Fic-s =
d d
+3 FiGie) =+ ‘L Fik =0

Moment savijanja (Mf )

Nord a0

y
TITH LT T T 2
0 dl T G _E x
83 O Df—O—>
N | WP K N
oY/ T
D FDU ‘ io +g £
a a a a a a
2,25
- Lo @ Uo=1m/1lcm
7 ‘ Uwur = 2kNm/1lcm
0,25 -0,25
T o Urt=2KkN/lcm
Ura = 2kN/1cm
s ®
] 1,0
Fpy 0,5
0 0 0
& os
00 0
By # IFExEFE'

-1,33 -1,33
Slika 5.60 Staticki dijagrami grede NE

2. Graficko rjesenje
Otpori oslonaca

Graficko odredivanje otpora oslonaca prikazano je na slici 5.61. Nacrtan
je plan polozaja (slika 5.61a) u razmjeri UL, = 1 m/1 cm, a planovi sila
nacrtani su u razmjeri Ur = 0,5 kN/1 cm. Planovi sila su definisani na
sljedec¢i nacin: Rezultante sila 15}5 iF}? odredene pomocu planova sila
na slici 5.61b predstavljaju rezultante vanjskih sila koje djeluju na
dijelove okvirnog nosac¢a AG i GB. Uzimamo da na sistem djeluje samo
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sila Ff , to jest da je dio nosaca GB neopterecen (prvo stanje

opterecenja). Pri odredivanju reakcija u osloncima pretpostavljamo da
su zglobovi uklonjeni, a njihovo djelovanje zamijenjeno odgovarajucim
reakcijama. U tom sluc¢aju na dio nosaca GB djeluju samo dvije sile, i to

vanjska reakcija ]:“B1 u desnom zglobu i unutarnja reakcija FGL u

zglobu G (slika 5.61a). Te su dvije sile u ravnotezi, Sto znaci da imaju
isti pravac djelovanja, koji prolazi kroz zglobove B i G. Prema III

Njutnovom aksiomu i sila I%L kojom u tom sluc¢aju dio nosaca BG
djeluje na dio nosaca AG mora imati isti pravac BG. Na dio nosaca AG
djeluju tri sile, i to vanjska Fy , koja je poznata po pravcu, smjeru i
veli¢ini, vanjska reakcija F,, u lijevom zglobu A i unutarnja reakcija
Fg; u zglobu G (poznat je samo njen pravac). Sile F,;, Fr i Fg , stoje
medusobno u ravnotezi i radi toga se njihovi pravci djelovanja moraju
sjeci u jednoj tacki i to u sjecistu sila F}L i I:“éL . Time je odreden pravac
djelovanja reakcije F,;, pa pomoéu F, +Fg +F, = 0 dobijamo veli¢inu
i smjer sila F,, i F; (slika 5.61). Uoc¢imo da reakcija Fg, u zglobu B,
koja u tom slucaju djeluje na dio nosac¢a BG, ima istu veli¢inu i smjer
kao reakcija Fy, . Pretpostavimo zatim da je samo dio nosaéa BG
opterecen silom 13‘1? (drugo stanje opterecenja). Analognim postupkom
dobijamo reakcije I:“AQ, 1:“,5,2 i ﬁéD (slika 5.61 a i c). Superpozicijom
prvog i drugog stanja opterecenja dobijamo stvarno opterecenje
okvirnog nosaca koji je zadat, pa prema tome i totalne reakcije u

zglobovima A, Bi G. Primjena opisane metode opravdana je iz sljedeceg
razmatranja. U prvom stanju opterecenja dio nosaca AG je u ravnotezi
pod dejstvom sila F,;,Fg, i Fg . U drugom stanju opterecenja Fgp
(suprotnog smjera). Superponirati oba stanja opterecenja za dio nosaca
AG isto je Sto i dodati oba navedena sistema sila, od kojih je svaki za
sebe jednak nuli, a to zna¢i da je i rezultantni sistem jednak nuli.
Prema tome, dio nosaca AG bit ¢e u ravnotezi u stvarnom stanju
opterecenja. To vrijedi, ocigledno i za dio nosaca BG. Na taj nacin
dobijamo rezultante reakcije u zglobovima a geometrijskim zbrajanjem

komponenata F,, i IE‘AQ, s jedne strane i komponenata Fg, i FBQ, s
druge strane, &§to daje trazene reakcije F,iFy (slika 5.61c).
Rezultantnu reakciju u zglobu G kojom dio nosaca BG djeluje na dio AG
dobijemo geometrijskim zbrajanjem sila I%L i F‘éD (suprotnog smjera).
Sila F; kojom dio nosaca AG djeluje na dio BG ima isti pravac, istu
veli¢inu, ali je suprotno usmjerena.
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A o
y 108
1:3\;%‘-, U.=1m/1lcm
q 'GD
(HTHSZIITI e\ B
N D - K| =
i %FGD Fo|| 7
F‘RL /F‘c; \ e «
RN S
0 FBxiFB x=
a a

a) plan polozaja

ab'=ab=Fy/Ur=2/0,5=4cm
b'¢'= bc=F/Ur=2/0,5=4 cm
c¢b'=cb=F/Ur=2/0,5=4cm

Fa=fa-Ur=4,2-0,5= 2,1kN

Fs=bf - Ur=41,35-0,5= 0,67 kN
Ff=a'c'U,=5,6-0,5=2,8kN Ff=acU,=a'c'Up =2,8kN
Ff =F=c'b'Up =4-0,5=2kN__ FY =F=cbU,=4-0,5=2kN

Ur = 0,5kN/1lcm

Slika 5.61 Graficko rjeSenje zadatka 5.7
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Zadaci iz indirektnog, posrednog opterecenja grednih
nosaca

Zadatak 5.8 Odrediti reakcije oslonaca osnovnog nosaca AB i dijagrame
transferzalnih sila za nosa¢ AB i CE. Na nosa¢ CE djeluje sila
intenziteta F=5 kN i kontinuirano opterecenje q=2 kN/m.

V7 [

A C D Fo g g

|~ A

/\
— 2m lmL 3m 3m 1m E’
Fa |« >l—>le e———— » B

Slika 5.62 Posredno opterecenje nosaca AB

Uticaj sile F prenosi se na oslonce C i D, a uticaj kontinuiranog
opterecenja q na D i E. Na osnovni nosa¢ AB, opterecenje se prenosi
posredno.

> My=0 F,-10-F-7-F,-2,5=0

10-F, -35-15=0
YY=0 F,-F-F,+F3=0

Fy=F+F,-F,

Fy=5+6-5=6

Posmatrat ¢e se ravnoteza nosaca CE.

:1 m 3m 3 3m R
—
F g=2 kN/m
[ ]
Fy
q
1C @ A2 () AE

— —>
—> — F,
Fc? F’D**F”D * £

Slika 5.63 Ravnoteza nosaca CE
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Ravnoteza dijela I nosaca CE:

3F
> M,=0 F.,-4-F-3=0 Fo ==~ F. =3,75kN
dYY=0 F.+F,-F=0 Fp=F - F, Fy =1,25 kN

Ravnoteza dijela II nosaca CE:
1,5F,

> M;=0 F,"“3-F,-1,5=0  Fp"= 3
d>Y=0 F,"-F,+F;=0 Fy =F,-Fp"

Ukupna reakcija u osloncu D

F,=F,'+F,"=125+3 Fp = 4,25 kN

Posmatrat ¢e se ravnoteza nosaca AB.

—>
Fc Fp Fg
A {C D E B
— 2m 4 m 3m
Fa < >

msiy —
Slika 5.64 Ravnoteza osnovnog nosaca AB

—_

Fp

Uslovi ravnoteze nosaca AB su:
d>Y=0 Fy-F,-F,-Fz+Fz=0

> My=0 F,-10-F,-8-Fp-4-Fz-1=0

Dijagrami transferzalnih sila za nosa¢ AB i CDE su prikazani na slici
5.65.
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—> —> —>
Fc Fp Fr
A *C D E B
— 2 m 4 m 3m 1m
Fa |« > > < >
—>
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RESETKASTI
6 NOSACI

6.1 Osnovne karakteristike resetkastih nosaca

ReSetkom u statici nazivamo zatvoreni poligon Stapova. Stapovi u
poligonu su razmjeSteni po konturi (konturni S§tapovi) i poprec¢no
(poprecni Stapovi), tako da poligon pretvaraju u niz trokutova. Za trokut
mozemo reéi da je u nizu poligona jedina kruta figura, koja ne mijenja
svoj oblik, bez obzira kakvo je opterecenje u €évorovima (zglobnim
vezama) poligona. Nosaci, koji se definiSu na bazi navedenog sistema
Stapova, nazivaju se reSetkastim nosac¢ima.

Dakle, mozemo rec¢i, reSetkastim nosaCem naziva se konstrukcija
sastavljena od pravih Stapova koji su, ili mozemo smatrati da su,
medusobno zglobno vezani, tako da obrazuju geometrijski
nepromjenljivu figuru, sastavljenu od niza trouglova. Stapovi koji
ograniCavaju reSetku nazivaju se pojasnim Stapovima (gornji i donji
pojas) a Stapovi koji vezuju gornji i donji pojas (unutrasnji Stapovi)
nazivaju se Stapovi ispune (vertikale ili zatege i dijagonale ili upornice).
ResSetkasti nosac¢i mogu biti ravni i prostorni, odnosno, ako svi §tapovi
nosaca leze u jednoj ravni reSetka je ravna, a u protivnom je prostorna.
Ako su reSetkasti nosaci sastavljeni iz trouglova kazemo da su
nepomjerljivi, a ako su sastavljeni iz mnogougaonika tada su
pomjerljivi.

U daljim izlaganjima bit ¢ée izlozene osnove o ravnim i nepomjerljivim
reSetkastim nosacima, koji mogu imati razliCite oblike. Na slici 6.1,
prikazani su neki oblici reSetkastih nosac¢a koji su ovisni o namjeni
nosaca.

Veza izmedu dva ili viSe Stapova reSetkastog nosaca u praksi se
najcesSce ostvaruje pomocu vijaka, zakovica ili zavarivanjem (slika 6.1).
Zavisno od toga da li se veza ostvaruje izmedu dva ili viSe Stapova,
¢vorovi (zglobovi) reSetkastog nosaca, u prvom sluc¢aju su prosti, a u
drugom slozeni.
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7

a) krovni reSetkasti nosaci

MW

a) mostovski reSetkasti nosaci

Jl

c) dizali¢ni reSetkasti nosaci

Slika 6.1 Vrste reSetkastih nosaca

B Oznake:

@ zakovica I
@ viiak

O
©

pEBEBERRRLLLBRDLE)

2))33)))3)))

I)))))))))))

le e el \

1 1 1 I}

a) Veza izmedu Stapova ostvarena b) Veza izmedu Stapova
zakovicama i vijcima ostvarena zavarivanjem

Slika 6.2 Sematski prikaz veza izmedu Stapova i reSetkastog nosaca
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Kod proracuna reSetkastih nosaca, navedena veza §tapova ostvarena
vijcima, zakovicama ili zavarivanjem, radi lakSeg odredivanja sila u
Stapovima, posmatra se kao zglobna, pri ¢emu se zanemaruje trenje u
zglobovima. Tezina Stapova se takoder zanemaruje, u odnosu na sile
koje djeluju na reSetku, a u slucaju da se i ona ipak uzima u obzir, pri
proracunu je treba proporcionalno rasporediti na dva ¢&vora na
krajevima svakog od Stapova. Takoder, pretpostavljamo da spoljasnje
sile, koje djeluju na resetku, imaju napadne tacke u ¢vorovima i leze u
ravni reSetke. U slucaju posrednog opterecenja reSetke, mora se izvrSiti
redukcija tereta na ¢vorove. Na osnovu navedenih pretpostavki mozemo
zakljuciti da se kod proracuna reSetkatih nosaca smatra da Stapovi
nosaca nisu napregnuti na savijanje ve¢ samo na istezanje ili pritisak.

Model reSetkastog nosaca kod koga su u okviru prorac¢una primjenjene
navedene pretpostavke nazivamo idealnim reSetkastim nosacem.

Kod prakti¢ne izvedbe reSetkastih nosaca pretpostavka o zglobovima
bez trenja nije ispunjena jer su Stapovi spojeni na jedan od prethodno
navedenih nacina (zakovice, vijci, zavarivanjem). Uticaj tih krutih
spojeva na stanje naprezanja pojedinih Stapova konstrukcije obuhvaéen
je obitno u takozvanim sekundarnim naprezanjima, koja se, na
primjer, kod mostovskih, krovnih i dizalicnih reSetkastih nosaca
uzimaju u obzir kod proracuna. Opterecenje reSetkastog nosaca moze
biti proizvoljno, koncentrisano ili kontinualno, neposredno ili
posredno.

Da bi reSetkasti nosa¢, kao sistem Stapova, bio upotrebljiv kao nosac
mora biti geometrijski nepromjenljiv, odnosno posmatran kao cjelina
mora imati svojstva krute ploce. Navedenu konstataciju mozemo
pokazati na primjeru ravnog cetverougla ABCD (slika 6.3a) kod koga su
Stapovi u ¢évorovima spojeni zglobno. Cetverougao ABCD predstavlja
pomjerljivu, odnosno figuru koja nije nepromjenljiva, jer uglove mozemo
mijenjati, a da pri tome stranice Cetverougla ostanu iste duzine.

Promjena oblika cetverougla ABCD mozemo sprijec¢iti dodavanjem
jednog dijagonalnog Stapa (AC ili BD). Na taj nacin dobijamo dva
trougla, koji predstavljaju najjednostavniji nepromjenljivi (nepomjerljivi,
kruti) sistem Stapova (slika 6.3b).
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a) Pomjerljiva (promjenljiva) figura b) Nepomjerljive (nepromjenljive, krute) figure

Slika 6.3 Karakteristika krutosti reSetkastog nosaca

ResSetkasti ravni nosa¢ formiramo tako da se prvo povezu tri Stapa, a
zatim se na taj formirani trougao nadograduju novi trouglovi. Za
formiranje svakog narednog trougla potrebna su dva nova §tapa i jedan
novi ¢vor. Ako na kraju konstrukcija ima n évorova, znaci da nam je uz
postojeca tri ¢vora pocetnog trougla potrebno jo§ n-3 dodatnih ¢vorova.
S obzirom da se na svaki dodatni ¢vor vezu dva nova §tapa, potrebno je
2:(n-3) novih S§tapova, pored tri pocetna (inicijalna) Stapa. Znadi,
ukupan (najmanji) broj Stapova reSetkastog ravnog nosaca
konstruisanog od trouglova odreden je relacijom:

S=2(TB)HB=21o3 e (6.1)

Ako je s = 2n-3, reSetkasti nosac je staticki odreden, a ako je s > 2n-3
reSetkasti nosa¢ je staticki neodreden. U slucaju kada je s < 2n-3
reSetkasti nosac¢ je promjenljiv ili labilan, odnosno, kao nosac je
neupotrebljiv.

Potrebno je istaci da reSetkasti nosaci mogu biti izvedeni tako da u
njima nemamo suviSnih §tapova ali i tako da u njima imamo jedan ili
viSe Stapova vi§ka. Karakteristika reSetkastog nosaca sa viskom Stapova
je da uklanjanjem suviSnih Stapova nosa¢ ne gubi svojstva geometrijske
nepromjenljivosti. Primjer takvog reSetkastog nosaca prikazan je na slici
6.4. Uklanjanjem jednog od dijagonalnih Stapova nece se narusSiti
nepromjenljivost geometrijskog oblika nosaca.

Slika 6.4. ReSetkasti nosacdi sa Stapom visSka u konstrukciji
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Kod svakog reSetkastog nosaca potrebno je rijeSiti dva zadatka:
1. odrediti otpore oslonaca (reakcije veze),
2. odrediti unutras$nje sile u Stapovima reSetkastog nosaca.

Posmatrajuci reSetkasti nosac kao kruto tijelo (gredu), kroz odreden broj
jednostavnijih primjera, bit c¢e izlozene neke osnovne metode
odredivanja otpora oslonaca i unutrasnjih sila u Stapovima.

6.2 Odredivanje otpora oslonaca (reakcija
veze) resetkastog nosaca

Otpori oslonaca (reakcija veze) reSetkastog nosaca koji posmatramo kao
kruto tijelo (gredu) odreduju se grafickim i analitickim metodama koje
su izlozene u prethodnim poglavljima. Jedan oslonac je nepokretan, a
drugi je pokretan pri ¢emu pokretni oslonac dozvoljava pomjeranja u
aksijalnom pravcu. Potrebno je istaci, da sve §to je receno o osloncima
proste grede vazi i za oslonce reSetkastog nosaca. Posebno treba paziti
da kod grafickog odredivanja otpora oslonaca, u slucaju kosih
spoljasnjih sila, prva =zraka veriznog poligona mora proc¢i kroz
nepokretni oslonac jer je kod reakcije tog oslonca poznata samo
napadna tacka, a ne i pravac djelovanja. Odredivanje otpora oslonaca
bice prezentirano na slijedecem

primjeru. 7

—

Primjer. Za reSetkasti nosaé na a a F,
slici 6.5, opterecen silama Fi i F
odrediti graficki i analiticki otpore
oslonaca. —

F,
Zadato je: S '
S
F] = 20 kN

F, =10 kN ;9%;

a=2m
= 0
a=45 S
Rjesenje: S
Resetkasti nosac¢ ima devet Stapova
(s = 9) i Sest ¢vorova (n = 6) Sto
znaci da je ispunjen uslov: ] A
s=2n-3=2-6-3=9. (6.2)
Otpore oslonaca grafickom Slika 6.5 Resetkasti nosac
metodom odredit ¢emo pomocu ’ -
poligona (plana) sila i veriznog  opterecen dujema silama F) i F,
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poligona kao kod proste grede optereéene koncentrisanim silama.

Na osnovu usvojene razmjere za duzinu U. i silu Ur nacrtat ¢emo

reSetkasti nosac, poligon sila i verizni poligon.

1m
Yy U, =
. lcm
a a F.
2 U, = 10kN
lcm .
a FA d
S & 1 F_‘;
&
B b
P sz
b) ¢
[8]
= 10kN
7 _
/s// a) Fy,=da-Ugz=14cm lem =14kN
A N FB=a.UF=2,4cmlloﬂ=24kN
cm
—- — @)
FA=XA 77%;77‘
N

Slika 6.6 Odredivanje otpora oslonaca resSetkastog nosaca grafickom

metodom

Pomocu poligona (plana) sila (slika 6.6b) definisane su zrake veriznog
poligona (slika 6.6a) 1, 2 i 3. Prvu zraku veriznog poligona treba povuci
kroz nepokretni oslonac A (I) i spajanjem te tacke sa tackom (II) gdje

zraka 3 presjeca napadnu liniju reakcije Fg, odredili smo zavrS§nu

stanu, odnosno zakljuénu liniju (s) veriZnog poligona, a time i reakcije

oslonaca F, i Fg.

Analitickim putem otpore oslonaca odredujemo na osnovu jednacina
staticke ravnoteze ravanskog proizvoljnog sistema sila koje djeluju na

reSetkasti nosac:
>X=0

F1COS O -Xa= 0t




6-RESETKASTI NOSACI

2Y=0

Ya- F18IN 0 - F2 + FB= 0 tiiiiiiiiiiiiiiii ettt (6.4)
2XMa=0

Fe-2a-F;-2a—(F1coS ) -2 =0 ceiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiencc, (6.5)
odakle slijedi:

Fe=Fy+Ficosa=10+20"-0,70711 .cccooerriiiinriiiniiiniiiieeennn, (6.6)
Fs=24,14 kN

Xa=F1 o8 0 =20"0,70711 ccoeeriiiiiiiiiiiiiiiniin et (6.7)
Xa= 14,14 kN

Ya= Fisina + Fo - Fp=20-0,70711 — 24,14 . .cciiiiiiiiiiiiieieeee, (6.8)
Ya=0

Fy = X2 +Y2 =y18,14% 10 oooooiooioeeeeeeeeeee e (6.9)
F, =14,14kN

Na ovaj nacin odredene su sve spoljasnje sile koje djeluju na dati
reSetkasti nosac.

6.3 Odredivanje sila u Stapovima resetkastog
nosaca

Kao posljedica djelovanja spoljasnjih sila u ¢vorovima reSetkastog
nosaca, u §tapovima Ce se pojaviti unutrasSnje sile. Da bi reSetkasti
nosa¢ bio u ravnotezi moraju i spoljasnje sile (opterecenje i otpori
oslonaca) i unutrasnje sile biti u ravnotezi.

UnutrasSnje sile Stapova reSetkastog nosaca mogu da se odrede
primjenom odgovarajucih grafickih i grafoanalitickih metoda. Za dati
primjer, unutrasSnje sile u Stapovima odredit ¢emo primjenom metode
isijecanja évorova, Kremoninom, Kulmanovom i Riterovom metodom.

6.3.1 Metoda isijecanja ¢vorova

Odredivanje sila u Stapovima reSetkastog nosac¢a metodom isijecanja
¢vorova, svodi se na analiticko i graficko rjeSavanje zadataka iz
ravnoteze ravnog sistema suceljnih sila, s obzirom na to da sve
spoljasnje sile djeluju u zglobovima (¢vorovima) reSetkastog nosaca, a
presjecanjem Stapova, sile u S§tapovima imaju pravac ose Stapa.
Isijecanje ¢vorova zapocinjemo od takozvanog prostog ¢vora, to jest od
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¢vora u kome se suceljavaju samo dva §tapa, jer u tom sluc¢aju imamo u
sistemu samo dvije nepoznate sile u S§tapovima Sto predstavlja
maksimalan mogudi broj nepoznatih sila da bi problem bio rjeSiv.

Cvorove izrezujemo tako da ih zamisljenim presjekom potpuno odvojimo
od ostatka reSetkastog nosaca. Uticaj "odbacenog" dijela reSetkastog
nosaca zamjenjuje se silama (unutrasnje sile — reakcija Stapa) kojima on
djeluje na "ostatke" §tapova u odredenom ¢voru. Te sile imaju pravac
osa §tapova koji se suceljavaju u posmatranom ¢voru, a kako im je
smjer unaprijed nepoznat, treba ga pretpostaviti. Naknadni proracun ili
graficko rjeSenje ¢e pokazati opravdanost te pretpostavke. Prema
zakonu akcije i reakcije "odsjeceni" ¢vor djeluje na "odbacéeni' dio
reSetkastog nosaca istim silama ali suprotnih smjerova od sila kojim na
njega djeluje "odbaceni” dio, a to znaci da se pri isjecanju ¢vora koji se
nalazi na drugom kraju nekog od Stapova mora promijeniti smjer sile u
odnosu na njen smjer na prvom kraju.

Ova metoda za odredivanje sila u S§tapovima reSetkastog nosaca
prezentirana je na slijedec¢em primjeru.

Primjer: Za reSetkasti nosa¢ na slici 6.7, opterecen silama Fi i F»
odrediti graficki i analiticki otpore oslonaca i sile u Stapovima.

Dati su podaci:

F1 =20 kN
F, =10 kN
a=2m
F,
F,
3
A B
a a \ a a |
Slika 6.7 ReSetkasti nosac kao dio mosne konstrukcije
opterecen silama F, i F,
RjesSenje:

Dati reSetkasti nosac (slika 6.7) ima sedam Stapova (s = 7) i pet (n = 5)
¢vorova §to znaci da je ispunjen uslov

S =235 2523 27 oo (6.10)

Dakle, resSetka je staticki odredena.
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y ¢vor

0 x

N W
F g)

Slika 6.8 Odredivanje otpora oslonaca grafickim putem i sila u Stapovima
metodom isijecanja cvorova
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Otpori oslonaca. Otpori oslonaca i u ovom primjeru odredeni su
graficki i analiticki kao u prethodnom primjeru. Dakle, na osnovu
usvojene razmjere za duzinu U. i silu Ur nacrtan je reSetkasti nosac
(plan polozaja), poligon sila i verizni poligon.

Pomoc¢u poligona sila (slika 6.8b) odredene su, pomocu proizvoljno
izabranog pola P, zrake veriznog poligona (slika 6.8a) 1', 2' i 3'. Prvu
zraku veriznog poligona treba povuci kroz nepokretni oslonac A i
spajanjem te tacke sa tackom C, gdje zraka 3' presjeca napadnu liniju

reakcije Fg, odredili smo zavr§Snu stranu, odnosno zakljuénu liniju (s)
veriznog poligona, a time i reakcije oslonaca F; i F,.

Analitickim putem otpore oslonaca odredujemo na osnovu jednacina
staticke ravnoteze ravanskog proizvoljnog sistema sila koje djeluju na
reSetkasti nosac:

2X=0

F1 - Xa= 0t (6.11)

2Y=0

Y~ Fo # FB= Oueeeeeeeeeeeeeeeeeeeee et s e ee e eneena, (6.12)

>Ma=0

FB-4G=Fy 3= Fi - Q= 0ueeroeeeeeeeeseeeeeeeeeeeeeeeeeee e (6.13)

odakle slijedi:

Xa = F1 = 20 KN oottt (6.14)

Fy =it 3Es 2048 10 e, (6.15)
4 4

FB = 12,5 KN oo (6.16)

Ya = Fam Fu= 10 = 12,5 e, (6.17)

Ya =-2,4 kN

(znak "-" ukazuje na pogre§no pretpostavljen smjer).
Intezitet reakcije u osloncu A definisan je izrazom:

Fy = X3 +Y2 =[20° + (2,5

...................................................... (6.18)
F, =20,16kN,
a pravac djelovanja prema slici 6.8a odreden je izrazom:
tga = A =20 e (6.19)
X, 20
o =arct@ 0,125 . i (6.20)

o=7,13% ili a= 707'48"
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Sile u Stapovima - metoda isijecanja ¢vorova. Isijecanje ¢vorova
(slika 6.8) zapocinjemo od ¢vora u kojem su samo dvije nepoznate sile
(reakcije Stapa). U datom primjeru to moze biti ¢vor I (4) ili ¢vor V (B).
Ako krenemo od ¢vora I, sistem suceljnih sila pod kojim se on nalazi u
F,iF,,- nepoznate sile),

ravnotezi definisan je silama F,, F,iF, (F,

kako je prikazano na slici 6.8c. Nepoznate sile F,; i F,, mozemo odrediti

grafiéki i analiti¢ki. Graficki sile F,iF,, odredujemo na osnovu
crtanja zatvorenog poligona sila (slika 6.8c) prema usvojenoj razmjeri za
silu Ur. Dakle, prvo crtamo silu ﬁ‘A povlacimo poznate pravce
nepoznatih sila F,, i F,, za koje smo pretpostavili smjer djelovanja (u
naSem slucaju pretpostavili smo da su Stapovi 1 i 2 napregnuti na

zatezanje). Presjekom pravaca nepoznatih sila formiran je poligon sila
(trokut sila) koji, s obzirom na uslove ravnoteze, mora biti zatvoren,

¢ime je definisan intezitet i smjer sila (reakcija Stapova 1 i 2) ﬁ‘ul iﬁ‘uQ.
Prema ovoj slici moze da se uoci da je i pretpostavka o naprezanju
Stapova 1 i 2 tacéna. Na osnovu poligona sila intezitet sila F,; iF,,

iznosi:
Fo =bc - Up =0,35em 2N _ 3 53N
lem
Fyp=ca-Up =1,75cm 25N _17 5kN.
lem

Karakter sila u §tapovima 1 i 2 odredujemo na osnovu poligona sila
(slika 6.8c). Ako vektore sila F, iF, sa naznacenim smjerovima
prenesemo u ¢vor I, vidimo da su sile usmjerene od ¢vora I, §to znaci da
Stapovi 1 i 2 vuku évor I silama F, iF,,. Prema Zakonu akcije i
reakcije ¢vor I djeluje na Stapove 1 i 2 silama istog pravca i intenziteta,
a suprotnog smjera, na osnovu cega slijedi zakljuc¢ak da su Stapovi 112
napregnuti na zatezanje.

Posto se Stapovi 1 i 2 nalaze u ravnotezi, to znaci da na Stap 1 u

¢vorovima I i II djeluju sile F,, i F',;, pri ¢emu je F,; = —F,, , odnosno na

ul»
Stap 2 u évorovima I i Ill djeluju sile F,, i F,,, pri ¢emu je F,, = F,,.

Za sve ostale ¢vorove reSetkastog nosaca postupak bi bio isti kao i za
¢vor L.

Dakle, zamislimo da isjecamo évor II na koji djeluju poznate sile F,, i F
i nepoznate sile (reakcije Stapova 3 i 4) ﬁ‘u3 iﬁu4. Oblik poligona sila dat
je na slici 6.8d. Prenosenjem vektora sila F,iF, u évoru II, sa
naznacenim pravcem i smjerom, vidimo da su §tapovi 3 i 4 napregnuti
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na pritisak. Na drugom kraju stapa 3 djeluje sila F,

w3, Pri cemu je

F s =-F,, a na drugom kraju §tapa 4 djeluje sila F,,, pri éemu je

Fus= Fus.

Isjecanjem c¢vora III dobit éemo da na njega djeluju poznate sile
F,iF,; i nepoznate sile (reakcije Stapova 5 i 6) F,iF,. Oblik
poligona sila za ¢vor III dat je na slici 6.8e. Na osnovu vektora sila
F,iF, sa naznacenim pravcem i smjerom djelovanja prenesenim u
¢vor III vidimo da su S§tapovi 5 i 6 napregnuti na zatezanje. PoSto su
Stapovi 5 i 6 u ravnotezi slijedi: da na drugom kraju tih Stapova djeluju
sile Fus (Fus = - Fus)i Fue,(Fug = ~Fu)-

Analizom isjecanja ¢vorova I, II i IIl mozemo da uoc¢imo da su odredene
sve sile u Stapovima izuzev sile (reakcije) u Stapu 7. Silu u §tapu 7

mozemo da odredimo isjecanjem évora IV sile F,,,F,s i F, i nepoznata

sila (reakcija Stapa 7) ﬁ‘u7. Sila ﬁ‘u7 odredena je oblikom poligona sila
koje djeluju u ¢voru 4 prikazanom na slici 6.8f. Na osnovu pravca i
smjera vektora sila F7 preneSenog u c¢vor IV slijedi da je Stap 7
napregnut na pritisak. Po§to se Stap 7 nalazi u ravnotezi to znaci da na
Stap u évorovima IV i V djeluju sile F,, i F,, pri ¢emu je F,, = -F,,

Isjecanje ¢vora V u ovom slucaju, uzevsi u obzir da su odredene sve sile
u Stapovima reSetkastog nosaca, moze da posluzi samo kao kontrola
tacnosti rjeSenja, kojim su odredene sile u Stapovima 6 i 7. Poligon sila
vezan za ¢vor V prikazan je na slici 6.8g. Poredenjem tog poligona sila
sa poligonima sila évorova III i IV dolazimo do zakljucka da su sile u

Stapovima 6 i 7 iste, odnosno, da su ta¢no i pravilno odredene u sva tri
cvora.

Sliéno kao u sluc¢aju ¢vora I, na osnovu poligona sila ostalih ¢vorova (II
do V) mozemo graficki odrediti intezitete svih sila u Stapovima
reSetkastog nosaca i oni iznose:

Cvor 1II (slika 6.8d):

F,=da-Up - 0,35cm %N _ 3 5N
lcm

F,=cd-Up = 1,50cm 2N _ 15 oun
lcm

Cvor III (slika 6.8e):

Fs=cd-Up = 0,35cm 205N _ 3 518
lcm
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F=da-Up = 1,25cm 25N 15 51N
lcm
Cvor IV (slika 6.81):
F,, =da-Up = 1,77cm 28N _ 17 71N
lcm
Cvor V (slika 6.8g):
F,,=F,, =ca -Up = 1,77cm 28N _ 17 7N
lcm

Analiticko rjeSenje u slucaju metode izrezivanja ¢vorova svodi se na
postavljanje jednacina staticke ravnoteze ravanskog suceljnog sistema
sila, za svaki ¢vor posebno, na osnovu c¢ega iz postavljenih jednacina
izracunavamo nepoznate sile u Stapovima.

Za dati primjer slijedi:
Cvor I (slika 6.8c)

2X=0
Fui -cos 450 + Fup = FACOS A= 0 oiniiiniiiiiiiiiiiii e (6.21)
2Y=0
Fui Sin 450 — FASIN O = O cnieniniiiiiii e (6.22)

Cvor 1II (slika 6.8d)

>X=0
Fi — Fus— Fuz - cos 459 - F'yp coS 450 =0 iiniiiiniiiiiiiiiiiiiiciecen, (6.23)
2Y=0
Fuz sin 4509 — Flup SIn 450 = 0 euiiniiniiiiiiii e (6.24)

Cvor 1III (slika 6.8.€)

>X=0
Fug + Fus - cos 450 + Fluz3 cos 450 - Flup = O.eiiniiiiiiiiiiin, (6.25)
2Y=0
Fus sin 450 — Fluz SIN 450 = 0 euiiniiiiiiiiiiiiiee e (6.26)

Cvor 1V (slika 6.8f)

2X=0
F'ug - Fu7 - oS 450 - Flus €cOS 459 = 0 .evnirniiniiiiiiiiiiieeeceeeeeee (6.27)
2Y=0




STATIKA

Fu7 SIN 450 — Flus SN 450 = F3 = 0 cvovovoveeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeen e (6.28)

Cvor V (slika 6.8g)

2X=0

w7 - COS 450 - Flug = 0 iiiiiiiiiiiiiiiii i (6.29)
2Y=0
Fp— Fu7 SIN 459 = 0 .ooiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiie e (6.30)

Iz navedenih jednacina uz jednacine Fui1 = F'u1, Fug = F'u2, Fus = F'us, Fua
= F'us, Fus = F'us, Fus = F'us 1 Fur = F'u7 izracunavamo intenzitete sila u
Stapovima koji iznose:

Fu1=F'1=3,54 kN Fupy=F'xz=17,50 kN Fus=Fu3=3,54 kN
Fu4 = F’u4= 15,00 kN Fu5=F’u5=3,54‘ kN Fu6 = F,u6= 12,49 kN

Fu7=F'y7= 17,68 kN

Na kraju, mozemo reé¢i da ravnoteza svakog ¢vora posebno uslovljava
ravnotezu reSetkastog nosaca u cjelini. MoZemo takoder istaé¢i da na
osnovu tzv. unutrasnjh sila u Stapovima reSetkastog nosaca
zakljuc¢ujemo kako je Stap opterecen. Ako reakcija Stapa, koja djeluje na
izrezani ¢vor, ima takav smjer da usmjerava ka zglobu, onda je Stap
opterecen na pritisak, a ukoliko je reakcija Stapa usmjerena od ¢vora
onda je Stap opterecen na zatezanje. Isto tako potrebno je naglasiti da
su reakcije svakog Stapa koje djeluju na ¢vorove koje taj Stap spaja
jednake po pravcu i intezitetu, a suprotnog su smjera.

6.3.2 Kremonin metod

Analizom grafickog i analitickog rjeSenja, izlozene metode isijecanja
¢vorova, mozemo doc¢i do zakljucka da se radi o vrlo jednostavnoj
metodi, koja se svodi na konstrukciju prostih poligona sila i rjeSavanje
jednostavnog matematickog sistema dvije jednacine sa dvije nepoznate
velicine. Medutim, ova metoda postaje prilicno slozena i neprakti¢na
ukoliko reSetkasti nosa¢ ima veliki broj §tapova, odnosno ¢vorova, posto
se svaka sila u pojedinim Stapovima pri konstrukciji poligona sila javlja
dva puta, a uz to treba rijeSiti veliki broj medusobno spregnutih
jednacina. Osim toga, konstruisani poligoni sila za svaki évor posebno
mnogobrojni su i ne daju jedan pregledan dijagram rasporeda
unutrasnjih sila u Stapovima reSetkastog nosaca. Navedeni nedostaci
grafickog rjeSenja problema veoma efikasno mogu da se prevazidu
primjenom Kremoninog metoda, odnosno, Kremoninog plana sila.

233
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Konstrukcijom tzv. Kremoninog plana sila vrSi se objedinjavanje svih
poligona sila, konstruisanim za svaki ¢vor posebno, pri cemu se svaka
sila u odgovarajuc¢em Stapu javlja samo jedanput. Iz navedenog mozemo
izvuéi zaklju¢ak da Kremonin metod predstavlja graficku metodu za
odredivanje sila u §tapovima reSetkastog nosaca.

— o, Sila u kN
F,=be -Ug 5
— 0 | zatezanje pritisak
Fup = ca-Ur () b
F,, = fe-Up 1 3,5
F 2 17,5
F,=cf-U 2
o . 3 3,5
FuSZfQ’UF FuiziFui 4 15’0
F,e=9a-Ugp Fui:Fz;i S 3,5
F,,=dg-Us, (i=1,2,3,4,5,6,7) 6 12,5
7 18,0

Slika 6.9 Odredivanje sila u Stapovima primjenom Kremonine metode
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Prije nego §to se konstruiSe Kremenin plan sila, potrebno je prvo
odrediti reakcije (otpore) oslonaca grafickim ili analitickim putem i
provjeriti da li je reSetkasti nosac stati¢ki odreden.

Da bi reSetkasti nosa¢ bio u ravnotezi moraju sve spoljasnje i
unutrasnje sile (u spoljasnje sile ubrajamo i reakcije oslonaca) biti u
ravnotezi, a to znaci da poligoni svih spoljasnjih i unutrasnjih sila
moraju biti zatvoreni. Konstrukcija poligona spoljasnjih sila zapocinje
od proizvoljne tacke (a), polazeci od bilo koje spoljasnje sile. Sile treba
nanositi u izabranoj razmjeri sa definisanim pravcem, smjerom i
intenzitetom, onim redom kojim nailazimo na njih pri obilazenju
reSetkastog nosaéa u utvrdenom smjeru. Mi éemo usvojiti smjer
kretanja kazaljke na satu.

Za ilustraciju primjene Kremoninog metoda mi ¢emo iskoristiti
prethodni primjer za koji smo ve¢ odredili otpore (reakcije) oslonaca i
sile u §tapovima metodom izrezivanja ¢vorova.

Polazeéi od proizvoljne tacke (a) prenosimo redom sve spoljaSnje sile
obilazeé¢i oko reSetke u smjeru kretanja kazaljke na satu (slika 6.9).
Vektor ab predstavlja silu FA. Iz tacke (b) povlac¢imo vektor bc koji

predstavlja silu F,, a zatim iz tacke (¢ povladimo vektor cd koji
predstavlja silu F,. Na kraju iz tacke (d) povlac¢imo vektor da koji

predstavlja silu Fj. Povlacenjem vektora da koji definise silu Fy dobili

smo zatvoren poligon spoljasnjih sila abcda, Sto znaéi da su sve
spoljasnje sile u ravnotezi. Redoslijed nanoSenja sila mogao je biti i
drugaciji, a smjer obilazenja reSetkastog nosaca mogao je biti suprotan
kretanju kazaljke na satu. Koji ¢emo smjer izabrati, sporedno je, ali je
veoma bitno izabrani smjer zadrzati do kraja rjeSenja zadatka.

Kada smo zatvorili poligon spoljasnjih sila (slika 6.9b), ostaje da
konstruiSemo zatvoreni poligon unutras$njih sila u S§tapovima
reSetkastog nosaca. Konstrukciju poligona unutrasnjih sila pocet ¢emo
isjecanjem ¢vora I. Da bi on bio u ravnotezi, u Stapovima 1 i 2 moraju
djelovati sile koje definiSu uticaj odbacenog dijela reSetke i

uravnotezavaju silu otpora oslonca A, F 4 - Da bi sistem sila koje djeluju

na ¢vor I (F,,F,, i F,) bio u ravnotezi, pravci tih sila moraju se sjeéi u

jednoj tacki (évoru I) i formirati zatvoren trougao sila, odnosno silu F,
poznatog pravca, intenziteta i smjera treba razloziti na komponente, sile

F,iF, u stapovima 1 i 2, poznatih pravaca djelovanja, postivajuci
uslove ravnoteze. Intenzitet sila F,, i F ,odredit éemo povlacenjem
pravaca, paralelno Stapovima 1 i 2, iz tacaka (a) i (b) u poligonu sila.

Presjek ta dva pravca definiSe tacku (e). Duzine beiea definisu, u
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izabranoj razmjeri, intenzitet sila u Stapovima 1 i 2 (Ful iFuQ). Da bi
odredili karakter ovih sila obilazit ¢emo oko ¢vora I u istom smjeru u
kome je vrSeno obilazenje, u nizanju spoljasnjih sila, oko
reSetkastog nosaca (smjer kretanja kazaljke na satu) polazeéi od
najnize poznate sile, u ovom slucaju od sile Fa. U poligonu sila
polazimo do tacke (a) u lijevo nanize s obzirom na smjer reakcije Fa.
Zatim u ¢voru I dolazi §tap 1, koji je pod uglom od 45° u odnosu na
horizontalu, §to znaci da iz tacke (b) treba i¢i u tacku (e) nadesno i
navise i taj smjer treba naznaciti na stapu 1 u ¢voru I strelicom kako
je prikazano na slici 6.146.a. Sada u ¢voru I dolazi Stap 2 i u poligonu
sila treba i¢i od tacke (e) ka tacki (a) nadesno. Taj smjer naznacimo
strelicom na §tapu 2 u ¢voru I. Na ovaj naé¢in zatvoren je trougao sila

abe, sve strelice idu u istom smjeru, odnosno, sile F,,F,, i F,, suu

ravnotezi. PoSto su spoljasSnje sile u ravnotezi, da bi reSetkasti nosac
bio u ravnotezi moraju se unutraSnje sile u Stapovima uzajamno
ponistiti. Dakle, ako je strelica na Stapu 1 kod ¢vora I usmjerena
nadesno i naviSe mora kod susjednog ¢vora II, koji takode pripada
Stapu 1, biti usmjerena suprotno, odnosno, u lijevo nanize. Iz
navedenog slijedi da unutrasnje sile imaju po dvije strelice, a to znaci
da predstavljaju geometrijske velicine viSeg reda (tenzore). Na osnovu

smjerova sila F,, i F,,,

odnosno ucrtanih strelica koje defini§u reakcije
Stapova 1 i 2 (slika 6.9a) zakljuéujemo da su Stapovi 1 i 2 napregnuti
na zatezanje. Da bi u poligonu sila osim inteziteta mogli procitati i
karakter unutrasnjih sila, sile kojima je Stap optereden na pritisak
obiljezavaju se crvenom bojom ili punom linijom, a slike kojima je
Stap opterecen na zatezanje plavom bojom ili isprekidanom linijom.
U naSem sluc¢aju u Kremoninom planu sila sile pritiska oznacene su

punom linijom, a sile zatezanja isprekidanom linijom.

Da bi reSetkasti nosa¢ bio u ravnotezi moraju svi ¢vorovi biti u
ravnotezi. PoSto smo definisali ravnotezu ¢vora I potrebno je ispitati
ravnotezu susjednih évorova II i III. Cvorovi II i III su sloZeni, pri éemu u

¢voru II djeluju dvije poznate (F,, i Fy) i dvije nepoznate (F 5 i F,,) sile,
i F,) sile.

Dakle, u évoru II rezultantu poznatih sila F,; i F, treba razloziti na dvije

a u évoru Il jedna poznata (F,

",) i tri nepoznate (F,3,F,s

us
komponente, sile u §tapovima 3 i 4 (F, w3t Fu4) a u ¢voru III poznatu silu

u Stapu 2 ( uQ) treba razloziti na tri komponente, sile u §tapovima 3 , 5

i 6 (F,FsiF,). Prvo razlaganje je mogude, a drugo ne, §to znaci da

treba u slijedecem koraku ispitati ravnotezu Stapova II, odnosno €évora
u kome imamo maksimalno dvije nepoznate unutrasSnje sile u
Stapovima.
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Polazeé¢i od najniZe poznate sile F,(F,, =F,

1) krecudéi se u smjeru

kretanja kazaljke na satu definiSemo poligon sila koje djeluju u évoru II.
PosSto je smjer sile u Stapu 1 definisan strelicom iscrtanom wu lijevo
nanize polazimo do tacke (e¢) u tom smjeru do tacke (b) iz koje je
definisan vektor sile 1:“1, do tacke (¢). Ako iz tacaka (¢) i (e) povucemo
pravce paralelno Stapovima 3 i 4 u presjeku tih pravaca dobit ¢emo
tacku (f]. Duzine ¢f i fe, u izabranoj razmjeri, definisu intenzitet sila
u Stapovima 4 i 3 (F,iF,). Da bi poligon sila bio zatvoren smjer

vektora sile F,, mora biti ka tacki (fj, a vektora sile F,; ka tacki (e).

navedene smjerove prenosimo na Stapove 3 i 4 kod ¢&vora II, a na
suprotnim krajevima S§tapova 3 i 4 u ¢&vorovima III i IV strelice
ucrtavamo sa suprotnim smjerom, odnosno sa smjerom ka ¢vorovima

Il i IV. Na osnovu smjerova sila F;iF,,, odnosno ucrtanih strelica
koje definiSu reakcije §tapova 3 i 4 zakljucujemo da su Stapovi 3 i 4
napregnuti na pritisak.

Na isti nacin ispitat cemo ravnotezu ¢vora III. Poligon sila definiSemo
polaze¢i od najniZze poznate sile F,, krecuc¢i se u smjeru kretanja
kazaljke na satu. Poznate sile F,iF,; u poligonu sila definisane su
duzine ae i 3. Paralelno Stapovima 5 i 6 iz tacaka (f] i (@) povlacimo
pravee koji se sijeku u tacki (g). Duzi fgi ga definisu, u izabranoj
razmjeri, intenzitet sila u tapovima 5i 6 (F s i F,). Uzevsi u obzir da je
smjer vektora sile F,, ka tacki (e) i vektora sile F,, ka tacki (f], da bi
poligon sila bio zatvoren smjer vektora sile FuS mora biti ka tacki (g), a

vektora sile Fu6 ka tacki (a). Definisane smjerove pomocu strelica

ucrtavamo kod ¢vora III, a na suprotnim krajevima Stapova 5 i 6 (¢vor
IV i V) strelice ucrtavamo sa suprotnim smjerom (od ¢vora IV i V). Na
osnovu smjera definisanog strelicama zaklju¢ujemo da su Stapovi 51 6
napregnuti na zatezanje.

Nakon analize ¢vora III mozemo ispitati ravnotezu bilo kojeg od
preostala dva ¢vora IV i V, s obzirom da su, za oba ta ¢vora, poznate sve

sile izuzev sile u Stapu 7 (F“u7 ). Ako silu u Stapu 7 zelimo odrediti preko
¢vora IV poligon sila bit ¢ée definisan vektorima poznatih sila
F,,F,, i F, i vektorom nepoznate sile F,,. Polazeéi od najnize poznate
sile u évoru IV, F,s formiramo poligon sila gfcdg. Vektori sila

F,5,F,, 1 F, vec su kroz prethodnu analizu susjednih ¢vorova odredeni,

tako da povlacenjem pravca paralelno §tapu 7 iz tacke (d) ka tacki (g)
zatvaramo poligon sila koje djeluju u ¢voru IV. Uzevsi u obzir smjerove
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vektora poznatih sila u ¢voru IV da bi poligon sila bio zatvoren vektor
nepoznate sile u Stapu 7 (ﬁ‘u7) mora biti usmjeren ka tacki (g). Duz dg,

u izabranoj razmjeri definiSe intenzitet sile F,,. Definisani smjer

vektora sile F,, u poligonu sila ucrtavamo kod é&vora IV, a u évoru V

strelicu ucrtavamo sa suprotnim smjerom (ka ¢voru V). Na osnovu
ucrtanih strelica mozemo da zaklju¢imo da je Stap 7 napregnut na
pritisak.

Analizom ¢vora V mozemo da ispitamo ta¢nost konstrukcije plana sila.
Polazeéi od sile Fy kao najnize poznate sile u ¢voru V definisemo

poligon sila dagd koji je zatvoren, §to znaci da je ¢vor V u ravnotezi,
odnosno da je konstrukcija plana sila ta¢na.

Na taj nacin dobili smo zatvoren poligon spoljasnjih i unutrasnjih sila, a
izvedena graficka konstrukcija na slici 6.9b, naziva se Kremonin plan
sila. Na osnovu Kremoninog plana sila graficki je u potpunosti odreden
karakter i intenzitet sila u Stapovima reSetkastog nosaca. Za analizirani
primjer ovi podaci pregledno su uneSeni u tablicu (slika 6.9b).

Potrebno je joS jednom istaci da pri konstrukciji Kremoninog plana sila
treba strogo voditi racuna o usvojenom smjeru obilazenja oko cijelog
reSetkastog nosaca pri crtanju plana spoljasnjih sila, kao i oko svakog
¢vora posebno.

Kremonin plan sila i plan reSetkastog nosaca su reciproéne figure.
Reciprocitet se ogleda u tome §to: obje figure imaju isti broj stranica
(linija), odgovarajuce strane obiju figura su medusobno paralelne;
svakom ¢évoru reSetkastog nosaca odgovara u Kremoninom planu sila
zatvoren poligon obrazovan od stranica koje su paralelne silama u ¢voru
i obrnuto i svakom tjemenu Kremoninog plana sila odgovara zatvoren
poligon reSetkastog nosaca. U slucaju da je reSetkasti nosa¢ simetri¢no
opterecen, Kremonin plan sila, kao reciproéna figura, mora biti
simetréan, pa je dovoljno nacrtati samo polovinu plana.

6.3.3. Kulmanova metoda

Kada zelimo odrediti veli¢inu i karakter (zatezanje ili pritisak) sila samo
u pojedinim S§tapovima reSetkastog nosaca primjenjujemo Kulmanovu
metodu. Kulmanova metoda predstavlja graficku metodu razlaganja
sile poznatog pravca, smjera i inteziteta na tri komponente, odnosno tri
nekolinearna poznata pravca. Pomocu ove metode moguce je odrediti
veli¢inu i karakter sila u najviSe tri Stapa reSetkastog nosaca, pri
¢emu treba voditi racuna da ti Stapovi ne mogu da se sjeku u jednoj
tacki (ne mogu sva tri Stapa imati vezu u jednom c¢voru).
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Za ilustraciju primjene Kulmanove metode odredit ¢emo sile u
Stapovima 4, 5 i 6 reSetkastog nosaca, prikazanog na slici 6.10.

Zamislimo da smo reSetkasti nosa¢ presjekli po Stapovima 4, 51 6 i
odstranili njegov lijevi dio. Da bi desni dio reSetkastog nosaca ostao u
ravnotezi moramo uticaj lijevog odstranjenog dijela zamijeniti silama u
F.a,FsiF,, koje sada predstavljaju spoljasnje sile koje

Stapovima F,

djeluju u presjeku p-p.

Fu6
F¢ =ac -Ug —1,25em 2N _ o 5N
lem

Fo=b'd Uy =7,5cm 2N _15kN
lem

F,;s=d'c" Uz =175 chkN =3,5kN
lem

Fe=c'a-Up =6,25 cm2kN =12,5kN
lem

Slika 6.10 Odredivanje sila u Stapovima Kulmanovom metodom

Pretpostavimo da su Stapovi 4, 5 i 6 napregnuti na zatezanje na osnovu
cega slijede smjerovi sila F ,,F s iF, kako je prikazano na slici 6.10a.
Ocigledno je da sada na desni dio reSetkastog nosaca djeluje pet sila:
reakcija oslonca Fg, sila FE, i sile u presjeGenim S§tapovima

F,

warFyus 1 Fe. Da bi posmatrani dio reSetkastog nosaca ostao u

ravnotezi, mora rezultanta spoljasnjih sila (Fg i 1:“2) po intezitetu biti

jednaka rezultanti unutrasnjih sila u §tapovima (Fu4,ﬁu5 iﬁu6), koja
ima isti pravac, a suprotan smjer. Drugim rije¢ima, potrebno je
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primijeniti Kulmanovu metodu; odnosno trebamo rezultantu spoljasnjih
sila F,gl razloziti na tri pravca 4, 5 i 6, to jest, tri komponente

F,.,FsiF,, pod uslovima ravnoteze koji se odnose na ravnotezu
slobodnog krutog tijela na koji djeluje ravanski proizvoljni sistem sila.

Graficki gledano, poligon obrazovan od sila Fg, F,,,F, iF, za slucaj

ravnoteze mora biti zatvoren. Karakteristika primjene Kulmanove
metode u ovom slucaju ogleda se u tome da problem ravnoteze
isjecenog dijela reSetkastog nosaca na koji djeluju Cetiri sile svodimo na
problem ravnoteze krutog tijela pod dejstvom dvije sile. Da bi postigli
navedeno potrebno je za po dvije sile sistema sila FZ, F,,,F,siF,,

odrediti rezultantu, tako da dobijemo da na posmatrani isjecak
reSetkastog nosaca djeluju samo dvije sile, pri ¢emu, na osnovu prvog
aksioma statike, te dvije sile moraju biti istog intenziteta i pravca, a
suprotnog smjera, za slucaj ravnoteze posmatranog isjeCka reSetkastog
nosaca. Pravac djelovanja dviju rezultanti navedenog sistema od cetiri
sile, koje djeluju na posmatrani isjecak reSetkastog nosaca, odreden je
tackama M i N (slika 6.10.a). Tacka M definisana je presjekom pravaca

sila F¢ i F,, a kroz nju prolazi i pravac rezultante ove dvije sile.
Analogno navedenom tacka N definisana je presjekom pravaca sila Fs i

F,., a kroz nju prolazi pravac rezultante ove dvije sile. Rezultanta

spoljasnjih sila I:“,? odredena je pomocu veriznog poligona i plana sila
kako je prikazano na slici 6.10 a i b. Posto su sile F,, i F, kao i sile

FY i F, zamjenjene odgovarajucim rezultantama, da bi se posmatrani

dio reSetkastog nosaca nalazio u ravnotezi, moraju rezultante
posmatranih pravaca sila biti istog intenziteta i pravca djelovanja, a
suprotnog smjera. Zbog toga pravac djelovanja tih dviju rezultanti mora
biti odreden tackama M i N. Prava koja prolazi kroz ove dvije tacke

definise pravac djelovanja rezultanti izabranih parova sila F,,, F i

FR, F, i naziva se Kulmanova prava. Oznacavat ¢emo je slovom K

(slika 6.10a). Kada smo odredili Kulmanovu pravu mozemo konstruisati
zatvoreni Cetverougao sila Fg, F“u4,

Stapovima 4, 5 i 6. Postupamo na slijedeé¢i nacin (slika 6.10c): prvo u

F,s i F,, odnosno odrediti sile u

odgovarajucoj usvojenoj razmjeri za silu Ur iz proizvoljne tacke a'

povuéemo vektor a'b', koji predstavlja silu Fg, a zatim se iz tacaka a'i

b' povuku pravci paralelni Stapu 6 i Kulmanovoj pravoj iz plana polozaja
(slika 6.10 a i ¢). U presjeku ova dva pravca definisana je tacka c' koja
predstavja tjeme cCetverougla. Zatim se iz tacaka b' i ¢ povuku pravci
paralelni sa Stapovima 4 i 5 koji u presjeku definiSu tacku d'. Time je
konstrukcija zatvorenog ¢etverougla, odnosno razlaganje sile Fg na tri
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komponente F,,, F, i F,, zavrsena. Dakle, spoljasnje sile su u

ravnotezi sa unutra$njim silama presjecenih Stapova. Da bi poligon sila
bio zatvoren smjer sila odreduje se kretanjem u krug koji uslovljava

smjer poznate sile, u ovom slucaju sile FI?, kako je prikazano na slici
6.10c. Sa iste slike moze da se, uz usvojenu razmjeru za silu, odredi

intenzitet sila F,,, F,5i F, . Dobijeni smjerovi sila prenose se na

Stapove dijela reSetkastog nosaca desno od presjeka p-p, koji smo
posmatrali, na osnovu ¢ega mozemo zakljucCiti kakav je karakter
optereéenja §tapova. Prema smjerovima sila F,, F,s i Fy,
zakljuéujemo da je Stap 4 napregnut na pritisak, a Stapovi 5 i 6 na
zatezanje. Na slici 6.10a isprekidanom linijom sa strelicom definisana je
reakcija Stapa 4 koja slijedi iz cetverougla sila (slika 6.10c) i ima
suprotan smjer od pretpostavljenog. Poredeci rezultate ove metode sa
metodom izrezivanja ¢vorova i Kremoninom metodom mozemo uociti da
su rezultati identic¢ni.

Analizirajuéi izlozeni postupak vidi se da Kulmanov metod odredivanja
sila u Stapovima reSetkastog nosaca podrazumijeva razlaganje jedne sile
u tri nekolinearna pravca koji leze u jednoj ravni (komplanarni su), tako
da se moze konstruisati zatvoreni ¢etvorougao sila. Dalje je uoc¢ljivo da
osnovu Kulmanove metode ¢ini Kulmanova prava i zbog toga je vazno
da se u svakom konkretnom zadatku ta prava tacno odredi. Kulmanova
prava K odredena je tackama M i N. Tacka M se uvijek dobije tako §to
biramo jedan pravac sile u Stapu koji ¢e presjeéi napadnu liniju
rezultante spoljasnjih sila. Pri tome preostala dva pravca sila u
Stapovima (ili Stapovi) ne smiju biti paralelni, ve¢ se moraju sje¢i, na
osnovu ¢ega dobijamo tacku N. Prednost ove metode je u tome da se
mogu odrediti sile u pojedinim S§tapovima reSetkastog nosaca, a da se
pri tome ne moraju odrediti sile u prethodnim Stapovima. Medutim, ako
je potrebno odrediti sile u svim Stapovima reSetkastog nosaca ovaj
metod postaje veoma slozen.

Potrebno je istaci i poseban slucaj koji je karakteristican kako za ovaj
metod tako i za sve ostale metode. To je slu¢aj Stapa koji pripada ¢voru
koji nije opterecen spoljaSnjim silama, a osim posmatranog Stapa u
¢voru se sjeku jo§ dva Stapa istih pravaca. Tada je sila u tom Stapu
jednaka nuli i taj Stap se naziva nultim Stapom.

6.3.4. Riterova metoda

UopsSteno gledajuci, unutrasnje sile u Stapovima mogu se odrediti na
dva nacina:

1. metodom ¢évorova (metoda izrezivanja ¢évorova i Kremonina metoda)

2. metodom presjeka (Kulmanova i Riterova metoda).
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Dakle, Riterova metoda predstavlja grafoanaliticku metodu presjeka
i sluzi za odredivanje sila u pojedinim Stapovima reSetkastog
nosaca. Karakteristika Kulmanove metode bila je u tome da rezultanta
svih spoljasnjih i unutras$njih sila, lijevo ili desno od presjeka, mora biti
jednaka nuli, a kod Riterove metode ispituje se uslov da zbir
momenata svih spoljasnjih i unutrasSnjih sila lijevo ili desno od
presjeka bude jednak nuli. ReSetkasti nosa¢ c¢e sigurno biti u
ravnotezi, ako je zbir momenata svih sila, za tri tacke koje ne leze na
istoj pravoj, jednak nuli. Kod primjene Riterove metode da bi se racun
pojednostavio, karakteristicne tacke, za koje definiSemo moment sila,
biraju se u presjecima pravaca Stapova, pa su momenti unutrasnjih sila
u tim Stapovima jednaki nuli, jer sile prolaze kroz momentnu tacku.

Za ilustraciju primjena ove metode koristit ¢emo isti primjer kao kod
ilustracije Kulmanove metode (slika 6.10). Dakle, zamislimo da smo
reSetkasti nosaé¢, nakon odredivanja otpora oslonaca F‘A iI:“B presjekli
po presjeku p-p i posmatrajmo ravnotezu desnog dijela reSetkastog
nosaca (slika 6.10a). Uticaj lijevog, odbacenog dijela reSetkastog nosaca
zamjenjen je uticajem sila u Stapovima 4, 5 i 6 (F,,F,siFy).
Pretpostavimo da su S§tapovi napregnuti na zatezanje i da su u tom
slucaju smjerovi sila definisani ka presjecnoj liniji p-p. Ra¢un treba da
pokaze da li je ova pretpostavka tacna ili ne.

Kao prvu momentnu tacku mozemo uzeti ¢vor IV za koji momentna
jednacina glasi:

)
+ZMV=O

FB - @—Fus - G=0 ciiniiiniiiiiiiii i (6.31)

Iz ove jednacine dobijamo da je Fus = Fp = 12,5 kN. Rezultat je dobijen
sa pozitivnim predznakom, §to znaéi da je smjer reakcije Stapa pravilno
pretpostavljen za ¢vor IV. Za ¢vor III strelica mora biti usmjerena od
¢vora §to znaci da je Stap 6 opterecen na zatezanje.

Cvor IIl moZemo izabrati za drugu momentu tacku na osnovu cega
slijedi jednacina:

a
4+ 2Mmu =0

Fe-2a+ Fus - a—F2 -G = 0uiriiiiiiiiiiiiii e (6.32)

UvrStavanjem poznatih brojéanih vrijednosti iz ove jednacine dobijamo
da je Fus = -15,00 kN. Negativan predznak rezultata znaci da je smjer
reakcije S§tapa 4 pogreSno pretpostavljen, pa ga moramo ispraviti
(isprekidana linija sa strelicom). Na osnovu ispravke, uzevsi suprotno
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usmjerenje strelice od ¢vora II, vidimo da je Stap 4 napregnut na
pritisak.

Da bi odredili intezitet i karakter sile F,s, u Stapu 5, uzet éemo kao
momentnu tacku ¢vor V na osnovu ¢ega slijedi jednacina:

2
+ZMV=O

Fr-a+ Fus-a + Fus (Sin 459 + cos 459 -a =0.ieviiiiiiiiniininininnen.e. (6.33)

Za date i izracunate brojcane vrijednosti dobijamo da je Fus = 3,54 kN.
Rezultat je dobijen sa pozitivnim predznakom, §to znaci da je smjer
reakcije Stapa 5 pravilno pretpostavljen. Uzevsi u obzir smjer reakcije
Stapa 5 vidimo da je Stap 5 napregnut na zatezanje.

Na ovaj nac¢in u potpunosti je odreden intezitet, pravac i smjer sila u
Stapovima 4, 5 i 6 na osnovu presjeka p-p, odnosno Riterove metode.

Ocigledno je da su vrijednosti ovih sila identicne sa vrijednostima
dobijenim metodom izrezivanja ¢vorova, Kremoninom i Kulmanovom
metodom.

I za Riterovu metodu je karakteristi¢no da je primjenjujemo kada zelimo
odrediti sile u najviSe tri Stapa reSetkastog nosaca, ¢ime je ujedno
definisan izbor presjeka p-p. Za razliku od Kulmanove, ova metoda je
grafoanaliticka pri ¢emu se graficki postupak ove metode svodi na
eventualno definisanje kraka sile, u odnosu na momentnu tacku,
mjerenjem sa slike, nacrtane u odgovarajucoj razmjeri za duzinu Uy.

Za Riterovu metodu karakteristicno je i to da smo momentnu tacku
mogli birati bilo gdje u ravni djelovanja posmatranih sila na izdvojenom
dijelu reSetkastog nosaca, a to znaci i lijevo i desno od presjeka p-p.

Druga karakteristika je ta da, posSto se radi o proizvoljnom ravnom
sistemu sila, unutrasnje sile u Stapovima mozemo da odredimo ne samo
pomocu tri momentne jednacine ve¢ uopsSteno postavljanjem analitickih
uslova ravnoteze proizvoljnog ravnog sistema sila. To znaéi mozemo
formirati sistem jednacina koji glasi:

S = 0 e (6.34)
TIX = 0 et (6.35)
Y = 0 (6.36)

Ili sistem jednacina koji se sastoji od dvije momentne jednacine i jedne
od jednac¢ina >X=0 ili>Y=0.

Treca karakteristika je da ako se spoljasnje sile, lijevo ili desno od
presjeka, svode na spreg njihova rezultanta je jednaka nuli, Sto znaci da
se i sile u presjeénim Stapovima moraju svesti na spreg istog momenta
ali suprotnog smjera, kako bi reSetkasti nosac¢ bio u ravnotezi.
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Na kraju je potrebno istaci da postoje i izvjesni specijalni reSetkasti
nosaci kod kojih je zadovoljen uslov izmedu broja §tapova i ¢vorova ali
se ne moze nacrtati Kremonin plan sila niti se moze koristiti Riterova
metoda. U takvim sluéajevima staticki odredenih reSetkastih nosaca
primjenjuje se metoda zamjene Stapova ili Henebergova metoda.
Takoder treba istac¢i da posebnu vrstu specijalnih reSetkastih nosaca
predstavljaju Gerberovi reSetkasti nosaci sa jednim ili viSe zglobova, koji
nisu predmet izucavanja ovog kursa ali ¢itaoca upucujemo na literaturu
iz ove oblasti datu u okviru spiska koriStene literature na kraju knjige.

Primjeri

Zadatak 6.1. Odrediti sile u S§tapovima reSetke u ¢ijim ¢&vorovima
djeluju dvije sile F;, =2 kN i F, =1,5 kN analiticki metodom ¢vorova.

Fy

A
A - :
Slika 6.11.

RjesSenje:
Otpori oslonaca:
DX =0=X,=F, =0 oo (1)
DY =0=F, +Y5—F =0 oot (2)
dDM,=0=Y, 4+F,-1-F-2=0 .ccoooiiiiiiiiiiiicicece (3)

iz (1): X, =F,=1,5kN

= 0,625kN

2 3) Y, :F1-2—F2~1:2«2—41,5~1

4
iz (2): F, =F,-Y, =2-0,625=1,375kN
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F, =Y, + X, =40,625% +1,5° =1,625kN

F

Slika 6.12.

Metoda ¢cvorova:

y Cvor (D) \ ¢vor (1) y Svor@y

&vor \ évor@ évor@
q © y y
¥ % NS - o N8|
F2 X XB X

Ss x S; & 5; .

So N Y B

N | 48
Slika 6.13.

Cvor I

DX =8,-8,-C0845° =0 ..o

DY =F, =8, -SIN45° =0 ..coccoiiiiiiiiiiiiiiiciccee

iz (5): S, = % =1,945 kN
Sin

256
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iz (4): S, =S, -cos45°=1,375 kN

Cvor II

ZX=Sl~COS45°—Ss-COS45°—S4-COS45°=O .............................. (6)
DY =85 -sin45°+ S, -sin45°-S, -cos45° =0 ...ocooiiiiniiininn (7)
Ako podijelimo (6) sa cos 45° i (7) sa sin 45°:

S m 85 — S, =0 e (8)
SIS, =8, =0 i 9)

Sabiranjem jednacina (8) i (9) dobijamo:
2.5 -2-5,=0=S, =S, =1,945kN
iz(8): S; =S, -5, =0

Cvor IV
D X =8,:00845°=S;COS45°=0 ...ccoociiiiiiiiiiiii e (10)
DY =S, sin45° -5, +S;-SiN45°—F, =0 ..cooooviiiiiiiiiiinicen, (11)

iz (10): S, =S, =1,945kN
iz (11): S; =S, -sin45°+ S, -sin45°-F, =0,75kN
Cvor III:

D X =-5,+8,:c0845°= S, - co845°+S; =0 ..ooooiiiiiiiiiiiii (12)
DY =-S,-sin45°+5, - S, -SiN45°=0 ...coooviiiiiiiiiiii (13)
iz (13): S, == s;’:é?%o =4 nsiso = 1,061kN

iz (12): Sy =S, - S, -cos45°+ S, -cos45°=2,125 kN

Cvor V:

ZX:S7'cos45°+Sé-cos45°—F2—S9~cos45°=0 ....................... (14)
DY =S, sin45°- 5, -sin45°+ S, -SiN45°=0 ....cocoovriiiiiiiiiinnn, (15)

iz (15): S, =S, - S,=0,884 kN
Cvor VI (provjera):
> X=8,-c0845°-S; + X, =0V

DY =-S,-sin45°+Y, =0V
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Zadatak 2. Za reSetkastu

- 2
konstrukciju krana Fy=5kN f2 = SkN 1 E
odrediti: b t
. ] ¢ ran

a) graficki 1 analiticki

reakcije u osloncima A 5

iB £ ! o 7 A £
b) pomocu Kulmanove i ™ | o

Riterove metode 1

odrediti  veli¢inu i 8

karakter sila u LR

Stapovima 4, 51 6.

RjesSenje:

>Y=F,+F,-F-F,-Q=0

iz (2): Fy =

%:91{1\]

iz (1): F,=F,+F, +Q-F, =3 kN

2m

slika 6.14

1m 1kN
U =— U, = - N
" 1em P 2em Fa F,
I -
3 -
o 6 C h1 0 R
_ R\ 0 ! Fs 7
Ss 2 N Rd
~+ Rd ‘
&, , a
A B
T F, =3kN
| 1 4
Fa B |3 F, =9kN
N 5 S, =5,4kN
R e i S, = 2kN
N S, = 2kN
N
slika 6.15

Otpori oslonaca
Verizni poligon

U

Kulmanova
metoda
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a = arctg =21,801° h, =3-sina=1,114m

b

Riterova metoda:

D My =S;3-0Q:3=0 .coooiiiiiiiiiiiiie (3)
D Me=5, 1 —=Q-3=0 oottt (4)
D Mp=8;-1-8,-0,5-F, 1+ Q-2=0 .cecceorrririiiiiiiiiiieieienn, (5)

iz (3): S, = Q = 2kN

iz (4): S, = Qh'3 =5,386

1

iz (5): S, =S,-0,5+F,-1-Q-2=2kN

Zadatak 6.3. Za zadanu reSetku dizalice opterecenu sa teretom tezine
Q =30kN odrediti:

c) analiticki reakcije oslonaca
d) sile u Stapovima pomoc¢u metode ¢vorova (analiticki)

RjeSenje:
a) Otpori oslonaca

DY =0=-F, +F; —Q=0 ccociiiiiiiiiiiiciciccc e, (1)

DM, =0=Fy-3+Q-6=0 .cciciiiiiiiiiiiiiiiciicee 2)




STATIKA

iz (2): F, =%= 60 kN

iz (1): F, =F, - Q=30kN

slika 6.17
b) sile u Stapovima

&vor (T) evor () évor @

Yy Yy Yy §;
Q@

(0]

5; B x

E,

slika 6.18

Na osnovu slike slijedi:

ACBE = a = arctgg =63,435°, f=90°-a =26,565°
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+1,5

ACDF = y =arctg 3 =33,69°

Cvor I
D X =-8008y+S,SINB=0 oot (4)

DY =-88iny+S5,c08 Q=0 .ccoooiiiiiiiiiiiii (5)

Ovaj sistem od dvije jednacine rjeSicemo metodom eliminacije:

siny

—Slcosy+S2sin,B:O|-—
cosy

S, siny—S, -sinf-tgy=0
=S, siny+S,cos f-Q =0
+

S,cos f-Q-S,-sinf-tgy=0

Q =50,311kN

2:cos/i—sin,[3~'cg;/

sin g

iz (4): S, =S, =27,041kN
cosy

Cvor III

DX =8,008a-8,0080+S, =0 .coiiiiiiiiiiiiii (6)

DY =-S;sina-S,sina+Fy =0 .ccoooiiiiiiiiiiiiiiii (7)

iz (7): 5, = L2 =SSN 16 271N

sina

iz (6): S, =S, cosa —S,cosa =15kN

Cvor 11

DX =Scosy-S;sinf—S;sinB=0 .cccoiiiiiiiiiiiiiiiii (8)
ZY:Slsin7+Sscos,B—Sscos/3’:O ............................................. 9)
iz (8): S, = COS;;ZS SINf _ 53 539kN

Cvor IV (Provjera)

DX ==8, 45,008 =0V ..ot (10)
DY =S8,8ina—F, =0V oo (11)




TRENJE KLIZANJA |
,+ TRENJE
KOTRLJANJA

7.1 Trenje klizanja

U dosadasnjem izlaganju pretpostvili smo da su veze idealne, Sto znaci
da su dodirne povrSine idealno glatke i da je pravac reakcije veze bio
normalan na povrSinu u tacki dodira. Medutim, u realnim uslovima
ovakve veze je nemoguce ostvariti. Na slici 7.1, prikazan je primjer kada
je veza idealna, slika 7.1a, i kada veza nije idealna, slika 7.1b.

va’=k’ Ry 7
I
N

I .|

F, |

-
Ql
}

0

e

0

-«+—}o

a) b)

Slika 7.1 llustracija idealne veze i veze kada se javlja trenje klizanja

Slika 7.1b, pokazuje stvarne uslove kada se kao reakcija veze pored
normalne sile N javlja i sila trenja F, > tako da je ukupna reakcija veze

odredena rezultantom sila N i 15‘#. Ova sila }3‘# naziva se sila trenja,
odnosno sila trenja klizanja.

Trenje, samo po sebi, je dosta slozen fizicki problem. Postavke kojima se
i mi sluzimo pri rjeSavanju zadataka mehanike kada uzimamo trenje u
obzir, postavio je Kulon i definisao ih je sa slijedeca tri zakona.
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— Kod relativnhog pomjeranja jednog tijela pod drugom, na dodirnoj

povrsini nastaje sila trenja F,, Ciji se intenzitet mijenja od nule do

grani¢ne sile trenja klizanja (ﬁ‘gr)

Flumax=FgT=/JoN ........................................................................... (7.1)

- Sila trenja klizanja F,ima pravac tangente na povrSinu u mjestu

dodira dva tijela, a usmjerena je u suprotnu stranu od aktivne sile.

— Intenzitet sile trenja klizanja ne zavisi od veli¢ine dodirne povrS§ine
(misli se na dovoljno velike povrSine).

Prema slici 7.1b, sila potrebna za pomjeranje tijela je:

By = B oottt (7.2)
Kako je N= G, to je;

Fgr = Ho N= Fs .............................................................................. (73)
gdje je: Fs— smicuéa sila, Fgr — grani¢na sila

Lo — staticki koeficijent trenja

FS FS
= o e 7.4
Ho= =G (7.4)
U grani¢nom sluc¢aju mora biti zadovoljen uslov da je:
FuSflo N oo (7.5)

Staticki koeficijent trenja mozemo eksperimentalno odrediti na dosta
jednostavan nacin kako je prikazano na slici 7.2.

Slika 7.2 Eksperimentalno odredivanje statickog

koeficijenta trenja klizanja
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Odabrano tijelo tezine G postavi se na strmu ravan Giji se ugao nagiba
moze mijenjati. Ugao nagiba strme ravni o, povecava se sve dotle dok se
tijelo ne po¢ne pomjerati niz strmu ravan. Tada je vrijednost statickog
koeficijenta trenja 1, definisano tangensom ugla nagiba strme ravni

n

D Fq=GSINa—F, =0 oot (7.7)
i=1

D Fyi =N =GCOSA =0 oo (7.8)
i=1
Proizilazi da je:
F = GSIN Oliuniiniiiiii (7.9)
IN = G COS Ol eniniiinii ittt (7.10)

Uvrstavanjem izraza (7.9) i (7.10) u izraz (7.11) dobivamo:

G SIN 0L = G COS Ol Lo wenernenneenintien ettt e e e e e e enneanens (7.12)
Ly = o BG G oo, (7.13)
cosa

Vrijednost koeficijenta trenja zavisi od vrste materijala dodirnih
povrsina. Tako na primjer za:
— celik po celiku Mo =0,15

— celik po ledu Mo = 0,027, itd.

Reakcija veze koja nije idealna — hrapave veze R, sastoji se od dvije
komponente: normalne komponente N i komponente suprotne od
smjera kretanja Ij“y - tangencijalna komponenta

gdje je: N - normalna komponenta

!

. - tangencijalna komponenta - sila trenja klizanja

R - ukupna reakcija hrapave podloge, slika 7.3.
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Ry—s N Rx— N
RQ N RQO N
N N

— N\ — [\

£ N £ N

RAVONVONVONVON YONVONVONVA PAVONVONVONVON YONVONVON VS

G G
a) b)

Slika 7.3 Razlaganje reakcije hrapave veze na dvije komponente

Najveéi ugao ¢ za koji je uslijed trenja otklonjena ukupna reakcija R od
vertikalnog polozaja naziva se ugao trenja, slika 7.3.

Prema slici 7.3b je:

N I By weneenne it

U sluc¢aju kada je koeficijent trenja klizanja izmedu povrSine i datog
tijela jednak u svim pravcima i ako je ugao trenja ¢, jednak u svim

pravcima, posmatrano u prostoru dobicemo kruzni konus ¢iji je ugao
na vrhu 2 ¢,, a koji nazivamo konus trenja, slika 7.4.

F .
tgg, =2 = Ho N _ (7.15)

SNZEN AN ZON Vo

Fy=F,
Slika 7.4 Konus trenja

Da bi se tijelo pomjerilo, prema slici 7.4, potrebno je da sila koja nastoji
pomjeriti tijelo ispunjava uslov:

FSIN 0> Fyviiiiiiiiiiiiiii (7.16)
odnosno:

Fsin a> N o= o - FCOS o, 1lieiuiiiiiiiiiii e (7.17)
T >tE @, OANOSIIO . .cuitii it (7.18)
Lo A () TP PP PP PTPPPPPRPIRt (7.19)
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7.2 Trenje kotrljanja

Trenje kotrljanja izrazava se kao otpor pri kotrljanju tijela po povrSini,
odnosno pri kotrljanju jednog tijela po povrsini drugog tijela.

Na slici 7.5 prikazano je kotrljanje diska po ravnoj nedeformabilnoj
povrsini.

Slika 7.5 Kotrljanje diska po ravnoj nedeformabilnoj porsini

Neka duzinama lukova A;B,iB;B, odgovaraju duzine rastojanja
AC, i CC, . Ako je zadovoljen ovaj uslov, a pri kotrljanju diska po
povrsSini dolazi do poklapanja tacaka B; i Ci, odnosno B, i C,, tada

imamo kotrljanje bez klizanja, a ako ovaj uslov nije ispunjen imacemo
kotrljanje sa klizanjem.

Slika 7.6 Kotrljanje diska po ravnoj deformabilnoj porsini

Na slici 7.6 prikazan je disk koji se kotrlja po deformabilnoj podlozi.
Disk ¢e ostati u stanju mirovanja sve dok sila F ne dostigne grani¢nu
vrijednost koja ovisi i od osobina materijala diska i podloge. Da bi se
nastavilo kretanje diska potrebno je da sila F bude veéa od graniéne
sile Fg,:
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F > By oo (7.20)

U ovom slucaju na disk pored aktivnih sila djeluje i reakcija veze
definisana kao rezultanta normalne komponente i sile trenja.

Nepoznate komponente sila mogu se odrediti iz uslova ravnoteze:

Zin =FCoSa—F, =0, i (7.21)
i=1
D Fy=N+FSIN@ =G =0 oo (7.22)
i=1
n
D M =N-h=F-RCOSA=0 .coosvrrrriirriiiiiiiiieisiss e (7.23)
i=1

(Rastojanje izmedu tacke A i sile trenja je malo pa se moment sile trenja
moze zanemariti).

gdje je:

N - normalna komponenta reakcije veze

F, - tangencijalna komponenta reakcije veze, a joS se naziva
i sila trenja pri klizanju (F, < po N).

Iz izraza (7.21) i (7.22) proizilazi da je:

F = FCOS @ it (7.24)
N= G = FSIN @ et (7.25)
a iz posljednje jednacine (7.23) proizilazi da je:

N - =F - R COS (yueeueeneniiiiaie ettt ettt (7.26)
DT = F - R COS (4 ueuneineiieeii ettt et ettt et et e e e e ea e eaanes (7.27)

gdje je: Mr = N - h — moment sprega trenja kotrljanja, odnosno
F-R-cos a= IMriova dva momenta se uravnotezavaju.

Utvrdeno je da se sa povecanjem sile F, povecava i rastojanje f= h, a
time se povecava i moment trenja kotrljanja, ali samo do granic¢ne
vrijednosti:

Mr=N-h=N-f < Mrmax, OANOSNO.....cetruiiiiniaiiiaeiiieeiieeeiieeenn. (7.28)
FS< fmax, @ fmax = fgr, ceeeeeeonene e (7.29)
gdje je: f— koeficijent trenja kotrljanja [cm],

za slucaj C/C — f= 0,005 cm.

Na osnovu prethodno izlozenog slijedi da je:

IMT =N f SF- R COS O e eeuuiitieeiiiieeiie et ettt et e e e eeaans (7.30)
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Ako je a = 0, onda se izraz (7.30) svodi na:

F 5 L N oo (7.32)
R

Ovaj slucaj prikazan je na slici 7.7.

Slika 7.7 Kotrljanje diska po ravnoj povrsini u granicnom
sluéaju kada je ugao a = 0

f f

S obzirom da je odnos = vrlo mali, odnosno R << Mo, to je razlog §to je

trenje kotrljanja mnogo manje od trenja klizanja.

Za slucaj prikazan na slici 7.7, ukupna reakcija djeluje u tacki A. U
ovom sluc¢aju normalna komponenta reakcije, N je u ravnotezi sa G, a
sila F je u ravnotezi sa silom tenja FH i ove dvije sile obrazuju spreg
koji dovodi do kotrljanja tijela.

7.3. Trenje uzeta

Da bi definisali trenje uzeta, posmatrajmo klizanje uzeta po hrapavoj
povrsini nepokretnog cilindra, uslovljeno tezinom tereta Q, slika 7.8.

Na dodirnoj povrsini izmedu uzeta i cilindra nastaje sila trenja. Na
jednom kraju uzeta prebacenog preko nepokretnog cilindra djeluje sila
F, a na drugom kraju objesen je teret tezine Q. U sluc¢aju da nema
trenja izmedu cilindra i uzeta, sila F biée jednaka teretu Q (F = Q).
Eksperimentalno je utvrdeno da u svim realnim uslovima postoji trenje
na dodirnoj povrSini izmedu uzeta i cilindra i u tim uslovima da bi
sistem bio u ravnotezi i potrebno je ispuniti uslov da je F< Q.

26)
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Slika 7.8 Ilustracija uzetnog trenja

Odnos izmedu sile F i Q postavio je Ojler, a posSao je od osnovnih
pretpostavki datih na slici 7.8.

Kod izucavanja ovog zadatka posSlo se od pretpostavke da je pritisak
uzeta na cilindar ravnomjerno rasporeden po cijeloj povrsini nalijeganja
uzeta.

Izdvojimo elementarnu duzinu uzeta CD =dl =Rdf, na ¢ijim krajevima
djeluju sile Fﬂ i 13‘”+ dﬁ‘ﬂ. Razlika ovih sila uravnotezena je silom
trenja:

AFr=dF, = ptio dN........cooiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii i, (7.33)

Za postavljeni koordinatni sistem u tacki O, uslovi ravnoteze definisani
su slijedeéim izrazima:

Y F,=(F, +dFﬂ)cos%—Fﬂ cos%—dFT =0 e, (7.34)
odnosno za osu y je:

. do . do
> F,=dN-F, S = = (B, + dF,)SIN= = 0. o (7.35)
Kako je df - mali ugao to je cos% =1, sin% = %
Na osnovu ovih izraza proizilazi da je:
AN =F, A ..cccooiiiiiiiiiiiiiiii i (7.36)
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. . s do s .
pri cemu je veli¢ina dF, -5 zanemarena kao mala veli¢ina viSeg reda.

Uvr§tavanjem izraza (7.36) u izraz (7.33) dobiva se:

AF, = pto AN = o F,, dO oo (7.37)
ili
dFﬂ
=y QO o (7.38)
F
u
odnosno:
o dF,
j e (78, e (7.39)
F F‘ﬂ o
Q [
lnF# = L, 9‘ ............................................................................ (7.40)
o

Prema tome odnos izmedu sila na lijevom i desnom kraju uzeta
definisan je izrazom:

F

Q

— g Ho?
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Primjeri:

Zadatak 7.1 Odrediti intezitet sile koc¢enja Fir kod koc¢nice sa trakom
koja treba da drzi teret tezine G = 1,2 kN okacen na doboSu prema slici.
Prec¢nik tocka kocnice je R = 0,3 m, dobosa r = 0,1 m, dok su duzine
rucice a = 0,45 m i b = 0,15 m. Koeficijent trenja izmedu trake i tocka
koc¢nice je p = 0,3. Odrediti reakcije u osloncima O i B zanemarujudi
tezine dobosSa, tocka, trake i rucice.

Fy A
e
8]
C

Q%»
A B
Jlle

Slika 7.9 Kocnica sa trakom

Rjesenje: JoX

Intezitet sile kocenja kao i reakcije u osloncima O i B
mozemo odrediti ako dati sistem rastavimo na tri Ll
podsistema kako je prikazano na slici 7.10, 7.111 7.12. ||||||||H X

- Teret Q 5]

Za usvojeni koordinatni sistem xO,y stati¢ki uslovi

ravnoteze tereta Q glase: Slika 7.10 Teret

osloboden veza

>X=0

Q-cos 2700+ Fy - coS 900 = 0 eetiiniiiiiiiiiiiiiiini e (a)
0=0

2Y=0

Flu— Q=0 (b)
odnosno:

Fluim= Qe (b")
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Fu=12kN
- Dobos i tocak
F,
R A
f X
P_‘; !
X H
\l
F¢ ﬁ;

Slika 2.11 Dobos kocénice osloboden veza

Staticki uslovi ravnoteze doboS$a i tocka, za usvojeni koordinatni sistem
xOy, definisani su jednac¢inama:

2X=0

Xo=Fe=0 ittt (c)
2Y=0

Yo—Fu—FD=O ............................................................................... (d)
ZMO =0

Fp - R—Fc' R+ Fu 7= 0ttt (e)
Dopunske jednacine glase:

Fu = B @
B = B D €1 e (g)

9 =270° =270° % (rad) = 3?” (rad) = 4,71239 (rad)

Uvr§tavanjem jednacina (f) i (g) u jednacinu (e) dobijamo:

Fp-R-—Fp e - R+ Fu-T7=0 iccoooiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiicc, (h)

odnosno:

By = et (h)
e“’ -1)R

UvrS§tavajuéi brojcane podatke slijedi:
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1,2-0,1
0,3-4,71239 _ 10,3

Fp = = 0,129 kN

(e
Na osnovu jednacina (g), (c) i (d) dobijamo:
Fc'= 0,129 . 03471239 = 0,530 kN

Xo = e ettt ()
X, = 0,530 kN
Yo = Fut FD= Flu® FDoooooooeoeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee (i)

Yo=1,2+ 0,129 = 1,329 kN

Intezitet i pravac reakcije u osloncu O definisani su izrazima:

B = A X 4 Y e ()
F, =40,53% +1,329% = 1,431 kN

Y,
B 0 = =0 ottt k
ga X, (k)
O = AT CEE 0 e 1)
o = arctg 2222 - 68,260 ili o = 68°15'36"

)
- Ruc¢ica AB

Staticki uslovi ravnoteze, za usvojeni koordinatni
sistem xO»y, rucice AB definisani su jednac¢inama:
2X=0

Fc-Fx-Xg=0 (m)
2Y=0
Ys=0 (n)
>Ms=0 0,
Fkx - (atb)-Fc-b=0 (o) =0
Dopunska jednacina glasi: . B »
- Slika 7.12 Rucica
Fe=Fe (P} osiobodena veza
Iz jednacine (o), a na osnovu jednacine (p) slijedi:
b b
Fy =F, = e r
K=" a+b) "€ (a+b) )
Fe =0,530—21° __ _0 1325 kN
(0,45+0,15)
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Na osnovu jednacine (b) slijedi da je:

iy = X B 4 Y = X oo (s)
a iz jednacine (m) slijedi:

XB = FC— FK oottt (t)
odnosno:

Xs=0,53-0,1325=0,3975 kN

to jest:

FB = XB ittt ()

Fp=0,3975 kN

Zadatak 7.2 Koliku tezinu tereta A moZemo transportovati jednolikom
brzinom uz kosinu ako je koeficijent trenja klizanja uzeta na
nepokretnom koturu C i = 0,2, a na kosoj ravni g = 0,25. Ugao nagiba
kose ravni « = 309, a tezina tereta B je Gg = 10 kN.

C

Slika 7.13 Sistem za transport tereta

RjesSenje:
Tezinu tereta A mozemo odrediti ako dati sistem rastavimo na tri

podsistema (teret A, teret Bi kotur (). Podsistemi oslobodeni veza ¢iji je
uticaj zamjenjen reakcijom veze prikazani su na slici 7.14.
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H

_0+
NI a) teret A
‘ c) teret B

Gp
Slika 7.14 Sistem osloboden veza i razloZen na tri podsistema

Uslovi staticke ravnoteze podsistema definisani su jednac¢inama:

a) teret A

2X=0

Fi — Fr— GASIN 00 = 0 ittt (a)
2Y=0

Fn-Gacos o= 0.ttt (b)
Fr= 11 FN cioiiiiiiiiiii e (c)
b) kotur C

Bl = B e (d)

Kako se na koturu C javlja uzetno trenje primjenit ¢emo Ojlerovu (Euler)
jednacinu koja u ovom sluc¢aju, s obzirom da se teret A krece uz kosu
ravan i da je F» > Fy', glasi:

Fy=F " = F €7 oo, (e)
c) teret B

2X=0

GB oS 2700 + F5' cOS 900 = 0 .evriiniiiiiiiin e ®
0=0

2Y=0

B = GB = 0 it (2)
o' = B i (h)
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Iz jednacine (g) slijedi:

B 1= Bttt ettt (g)
a na osnovu jednacine (h) dobijamo:

B = B = GB eeeeieeiieei ettt (i)
odnosno:

F,=F, =10 kN

Iz jednacine (e) dobijamo:

Fi=F'=F P e ()
odnosno:

Fi1=F'=10 - e0220944= 6 58 kN

Ugao B uvrStavamo u radijanima, odnosno:

T
80°

B = 1200 I rad = 2,0944 rad

Ako jednacinu (c) uvrstimo u jednacinu (a) slijedi:

Fi- 201 FN— GASIN O = O uneenniiiiiiei et (k)
Iz jednacine (b) slijedi:

FIN= GA COS O ciiniiiiiiiiiii et (b")
Sto uvrsteno u jednacinu (k) daje:

Fi- 111 GAcOoS 0 - GASIN 0= Ouevninniiniiiiiiieie e 1)

odnosno:

GA = F‘l N
(4 cosa +sina)
Dakle tezina tereta A iznosi:
6,58
GA =
(0,25-0,86603 + 0,5)
G, =9,18 kN.
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Zadatak 7.3 Na polukruzni valjak radijusa r i tezine G djeluje sila F
prema slici 7.15. Poluvaljak lezi na horizontalnoj hrapavoj podlozi ¢iji je
koeficijent trenja u. Odrediti ugao « koji zatvara ravan AB sa
horizontalom neposredno prije nego Sto nastupi klizanje valjka.

FlLL ST

Slika 7.15 Polukruzni valjak

RjeSenje:
Posmatrat ¢emo ravnotezu polukruznog valjka (slika 7.16). Na mjestu

kontakta sa podlogom djeluju normalna sila N i sila trenja T .
Jedancine ravnoteze glase:

A X

i

zi

Slika 7.16 Aktivne sile i reakcije podloge
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ZMO=O G- xg—-T-r+F-r-sina=0 ....cccccoeiiiiiniii. (c)

Dodatni uslov:

Iz (a), (b) i (d) slijedi da je F =T =uN=u-G

Jedancina (c) sa izrazima (a), (b), (d) i (e) postaje:
4r . .

G?sma—G-y~r+G-y-rsma=0

3y
4+ 3mu

sina =

Zadatak 7.4 Na vertikalni zid prislonjene su ljestve AB. Koeficijent
trenja na vertikalnom zidu je g, a na podu je . Tezina ljestava i
covjeka skoncentrisana je u tacki C i dijeli duzinu ljestava u odnosu
m:n. Odrediti:

a) Najveci ugao a pod kojim ¢e ljestve biti u ravnotezi,

b) Veli¢ine reakcija u osloncima A i B.

AN

\\\\\\\\\\R

Slika 7.17 Ljestve AB

27)
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RjeSenje:
Ljestve AB posmatrat ¢e se u ravnoteznom polozaju (slika 7.18) Na
mjestu kontakta sa podlogom javljaju se normalne sile i sile trenja.

Tﬁ#vm
Na

2
A

M %

_.‘—— B
Torpe-Ny

Ng

Slika 7.18 Ljestve u polozaju ravnoteze

Uslovi ravnoteze ljestava su:

DX =0 Nyt Ng=0 oo, (@)
DY =0 s -Ny=F+Ng=0 oo (b)
Iz (a) slijedi:

NAZL NB oot (@)
Kada se (a') uvrsti u (b) dobiva se:

Moy Ng—F+Ng =0 i, (®")
N F

L+ 1y - 1y
N My F

ATT
L+ - 11

Treci uslov ravnoteze, da je moment svih sila za proizvoljnu tacku ravni
jednak nuli, daje:
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ZMA =0 Ngm+n)sina - uy,Ng(m+n)cosa—F-n-sina=0 ....... (c)
. F .
———(m+n)sing - gy ————(m+n)cosa —F -n-sina =0
L+ -y T+ - 1y
m+n

ga[ m+n _nj:/—lg( )

L+ - 1y T+ py - pp

m+n

tga:—ﬂg( )

m-—niy -ty

Zadatak 7.5 Homogeni cilindar poluprec¢nika r i tezine Q postavljen je
na dva homogena polucilindra tezine Q/2 i istog poluprecnika r.
Koeficijent trenja izmedu polucilindra i ravni na kojoj se nalaze je u, a
trenje izmedu cilindricnih povrSina se zanemaruje. Odrediti najvece

rastojanje x srediSta B i C polucilindara, pri kojem c¢e sistem ostati u
ravnotezi.

Slika 7.19 Sistem cilindricnih tijela
RjesSenje:

Ravnoteza sistema, oslobodenog veza, prikazana je na slici 7.20.
Jedancine ravnoteze su:

DX=0 Tg=Te=0 oo (a)
DY=0 Ng+No-Q-2 %:0 ................................................... (b)
> Mc =0 NB-x——.x—Q%_o ................................................ ()
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Slika 7.20 Sistem cilindricnih tijela u stanju
ravnoteze

Uslovi ravnoteze polucilindra B (prikazanog na slici 7.21 ) su:

Slika 7.21 Ravnotezni polozaj cilindra B

ZXzO T—=NCOSA =0 ittt 4]

>Y=0 NB—Nsina—% 0 et (g)

Iz (f) i (e) slijedi da je:
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N - COSA = Ll - Qe (e"
Iz (g) i (d) slijedi da je:
N SINA = QF 2 e (h)
Dijeljenjem prethodne dvije jednacine dobija se:
1

B =~ e
9% =5, )
cosa = L ()

Uvr§tavanjem (i) u (j) dobiva se:

cosa = e (k)

1+ 442

odnosno rastajanje x izmedu cilindara je:

8ur
1+ 442

Zadatak 7.6 Na strmoj ravni pod uglom ¢ lezi blok tezine G;=200 N, a
na njemu drugi tezine G»=70 N kojeg pridrzava uze koje je paralelno sa
kosinom. Trenje izmedu blokova, te izmedu bloka G; i kosine je x=0,3.
Odrediti najmanji ugao ¢ kosine pri kojem ¢e doc¢i do klizanja bloka G i
silu u uzetu S (slika 7.22).

x=4r-cosa =

\P

Slika 7.22 Blokovi tezina Gi i Gz

RjesSenje:
Blokove ¢emo medusobno rastaviti i posmatrat ¢emo ravnotezu svakog
bloka posebno.

Z%E\
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Sa poveéanjem nagiba strme ravni blok 1 ¢e se poceti kretati nanize.
Na$§ zadatak je da odredimo taj granic¢ni ugao. Smjer kretanja bloka 1

definiSe smjer sila trenja koje djeluju na taj blok (smjer sila Tl iTQ 'je
suprotan od smjera kretanja bloka). Sila ’f‘g koja djeluje na blok 2 ¢e po

4. aksiomu imati isti pravac i intenzitet ali suprotan smjer od sile TQ "

Slika 7.23 Ravnoteza tereta G2 i Gi

Uslovi ravnoteze tereta G, su:

D X=0 S-Ty=GoSINQ=0 oo, (a)
DY =0 Ny=Gyeo8@=0 cooriiiriiiiiiiiiiciccecese e (b)
Ty = 1 Ny i ()
Iz prethodnih jednacina izrazi se sila S u funkciji nepoznatog ugla ¢:
S=GySINE+ UGy COSP .oivniiiiiiiiiiiiii (d)
Uslovi ravnoteze tereta G; su:

DX=0 T -Ty+GSNP=0 oo (e)
DY =0 N =Gcos@—Ny =0 wcoooorriiiiiiiiiiiiiniccc s (f)
T1 = INT e (2)
Iz jednacine (b) izrazi se N>i uvrsti u jednacinu (f) iz koje slijedi:

Np =(Gy+Gp)COSP i (f)

Iz jednacine (g) sila T je:




STATIKA

Ty = uNy = 11-COSP(Gy +Gy) covviniiiiiiiiiiii i (&)

Kada se izrazi za T i Tz, u funkciji ugla ¢, uvrste u jednacinu (e) dobiva
se jednacina samo sa nepoznatom ¢ iz koje se odredi ravnotezni ugao:

Gy sing — ucos (G + Gy ) = 4Gy COSP =0 .ooviiiiiiiiiiieiccces (e)
G, sing — ucos (G, +2G,)=0/:cosp
Gltgq)—y(Gl + 2G2) =0

1(Gy +2G,)
tgp = LA T 272)
g9 G
0,3(200 + 2 - 70)
tgp = -0,51
9 200
@ =29°

Sila u uzetu (a) je:

S =G,sing+7T, =G,sing + uG,cosp =70-sin29°+ 0,3 -70 - cos 29°
S=52,3N

Zadatak 7.7 Tereti Gi i G» su povezani uzetom preko kotura K.
Izracunaj silu F koja je paralelna sa kosinom, koja je potrebna da se

ostvari kretanje tereta niz kosinu (G» dolje, G; gore).
Zadano je: Gi=10 N, G»=20 N, =30°, 111=0,1 i 1,=0,2.

K
(7
= -
F g,
2
-—
Gs o,
NN N N NN NN NRNONN NN RN

Slika 7.24 Tereti G1 i G2 na strmoj ravni
RjeSenje:
Posmatrat ¢e se ravnoteza svakog tereta posebno. Smjer kretanja
definiSe smjer sila trenja koje djeluju na terete. Smjer sila ’f‘2 i ’fl
suprotan je od smjera kretanja tereta (slika 7.25).

273
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Slika 7.25 Tereti G111 G2 u ravnoteznom

polozaju
Uslovi ravnoteze tereta Gi:
DX=0 S-T-GSIN@=0 .cooooviiiiiiiiiiceceeee (a)
DY =0 Ny =GeoS@=0 .oooiriiiiiiiiiiiicecee e (b)
T = 4N = 11 GUCOS T cevniiniiiiiiiiiiiii (o)
Uslovi ravnoteze tereta Go:
DX=0 S+T,~F=GySIN@ =0 ooiiiriiiiiiiiciseee e )
DY =0 Ny—=GyCOS@ =0 oo (e)
Ty = 1oNo = 115Gy COS O conniinniiiiiiiiiiiii e @

Iz jednacina (a) i (c) izrazi se sila u uzetu S:
S — 1G,cosa -G sina =0

S =Gy COS A+ SIMA) wuivniiniiniiiiiie e (g)

Iz jednacina (d) i (f) izrazi se sila u uzetu S:

S+ u,Gycosa—F —-G,ysina =0

S=F+Gy(SING = [y COSA) ceovniiniiiiiiiiiiiiiiiii (h)
Oba izraza za silu S (h i g) se izjednace i dobije se izraz za silu F:
G,(¢#y cosa +sina) = F + Gy(sina — u, cos )

F =Gj(pycosa+sina)+ Gy(SING — Ll COSA) ovvvniiniiniiiiniiniiiiiian, (i)

Nakon uvrs§tavanja zadanih vrijednosti, sila F iznosi:
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F=-0,67 N

Znak - znaci da c¢e se tijela kretati niz kosinu i sa malom vrijednos¢u
sile F koja djeluje naviSe tj, tijela ¢e se kretati niz kosinu i bez
djelovanja sile F.

Zadatak 7.8 Kolika mora biti tezina tereta A da bi se tijelo B, teZine
Ge=5 kN jednolikom brzinom kretalo uz kosinu, ako je koeficijent tenja
klizanja uzeta na nepokretnom koturu i kosini £=0,25 i ugao a=30°.

Slika 7.26 Tereti Gai Ga

RjesSenje:

Posmatrat ¢emo ravnotezu svakog tijela posebno. Smjer kretanja tereta
B definiSe smjer sile trenja na kosini koji mora biti suprotan (slika
7.27).

Slika 7.27 Tereti Gei Ga u ravnoteznom
polozaju

Ravnoteza tereta Gs

D X=0 S -Gpsin30°=T =0 .oooorrirririiieieeeeee (a)

280)
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DY =0 N-Gpcos30°=0 ..coceorrrrmrrriniirinrinicsiniceecen, (b)
T = 21 N et ()
Iz jednacine (b) slijedi da je:

N =GB COS30 et (b')
a iz (c) da je:

T =1 GB COSB0  uiiiiiiiiii i (c)

Iz jednacine (a) kada se uvrsti (b)) i (c’) dobije se:
S; = G sin30° + uGg cos 30°

S; = Gg(sin30° + xcos 30°)

S; =3,5825 kN

Jednacina uzetnog trenja na nepokretom koturu daje vezu izmedu sila
S1 1S pri cemu je S;>S; jer se teret krece uz kosinu.

Obuhvatni ugao je: f=120°=2n/3
27
0,25-2=
S, =Se"”” =3,5825.¢e 3
S, =6,045 kN

Sila Sz jednaka je tezini tereta Ga=6,045 kN.

Zadatak 7.9 Preko dvije nepomi¢ne osovine sa centrima u O i O;
prebacen je konopac o Cije su krajeve objeSeni tereti G;i G pri ¢emu je
G>G; (G uravnotezuje sistem). Odrediti minimalnu vrijednost
koeficijenta trenja izmedu osovina i konopca pri kojoj ¢e se teret nalaziti

u ravnotezi.
O\
| /
[
L
[

Slika 7.28 Osovine sa uzetima
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RjesSenje:
Posmatrat ¢e se odnos izmedu sila u uzadima na svakoj od dvije osovine
(slika 7.29).

e |

Slika 7.29 Ravnoteza sila u krajevima uzeta

Jednacina uzetnog trenja na lijevoj osovini je (G>S):

G = S - @ s (a)
Jednacina uzetnog trenja na desnoj osovini je (S’>Gi):
S = G- @ e (b)
Uvrstavanjem jednacine (b) u (a) dobije se:
G = G- @ 2 e e ()
o2wa _ G
Gy
3z
T2

2ualne =InG -1InG,
2/13?” =InG-1InG

InG-1nG,
U=
3z

Zadatak 7.10 Prizmati¢no tijelo tezine Q=10 kN nalazi se na kosini pod
uglom A=60°. Da bi se tijelo odrzalo u ravnotezi, koliko puta uze mora
biti omotano oko nepomiénog hrapavog valjka A. Napetost uzeta je
S=100 N, koeficijent trenja na kosini i valjku z=1=0,25, ugao a=30°.
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Slika 7.30 Kretanje tijela niz kosinu
RjeSenje:

Posmatrat ¢e se ravnoteza tereta na kosini i odnos sila u kracima uzeta
na koturu (slika 7.31).

Slika 7.31 Ravnoteza tijjela i sila u uzetu

Uslovi ravnoteze tereta Q na kosini:

ZX:O T+S,cosa—-Qsinf=0

................................................. (a)
DY =0 N-QcosB—SSiNa=0 cooiiiiiriiiiiiiinieeieene. (b)
T = LN e (c)
Kada se (c) uvrsti u (a) slijedi:

UN +Sjcosa—0Qsinf =0 .o (a'
N =0cCoSa+ S SINQ ..coovviiiiiniiiiiiiii (b))

Kada se (b') uvrsti u jednacinu (a') dobije se:
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puQcosa + uS;sina +S;cosa -Qsinff =0

_ Q(sin g - ucos f)

S, -
usina +cosa
~10000(sin60° — zzcos 60°)
L #sin30° + cos 30°
S, = 7470 N

Iz ravnoteze nepokretnog kotura slijedi da je S;>S (teret ima tendenciju
da se krece niz strmu ravan).

S = S e (d)
o =2n7 —obuhvatni UZa0 .....ceviviiiiiiiiiiiiie e (e)
B e, (d)
S
InS; -1InS
n=—
2ru
" In7470 —1n100
27-0,25
n=2,75 puta

Uze treba biti omotano oko valjka 2,75 puta.

Zadatak 7.11 Pomocu kocCnice prema slici 7.32 spusSta se jednoliko
teret Q=5 kN niz kosinu pod uglom a=60°.

Odrediti potrebnu silu F na kraju koc¢nice, ako su zadane veli¢ine:
r=20cm

R=40cm

a =20 cm

b= 100 cm

c=8cm

Q=5kN

11=0,1 na kosini

1#2=0,3 na kocnici

Trenje koturace K zanemariti.
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Slika 7.32 Koc¢nica sa doboSem

RjeSenje:
Kocnica c¢e se rastaviti na tri podsistema: teret Q, koc¢ioni dobo$§ i

koc¢ionu polugu. Krenut ¢e se od podsistema tereta Q jer nam je ta
vrijednost poznata.

Ravnoteza tereta Q (slika 7.33)

Slika 7.33 Ravnoteza tereta Q

D X=0 S+T=QSIN60°=0 .cooorvoirriiiiieiieiece e, (a)
DY =0 N-QC0S60°=0 ..oooerrriiriiiiiniiicicsiene e (b)
T = LN oo (c)
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Iz (b) slijedi:

N =Qcos60°
pa je izraz (c)
T = 1yQcos 60°
Kada se (c') uvrsti u (a) slijedi:
S + 141Qcos 60° - Qsin60°=0

S = Q(sin60° - 1, cos 60°)
S=4,08N

Ravnoteza koc¢ionog dobosa (slika 7.34)

Slika 7.34 Ravnoteza dobosa
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Ravnoteza poluge (slika 7.395)

b
Y F
g !
¢l 0y g
_ ’f{ \
N{

Slika 7.35 Ravnoteza poluge

DY My=0 F-b-Ny-@+TiC=0 oo (f)
F;Nl"‘T‘TlC ................................................................................ (f)

F =1,1968 kN
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8.1 Koordinate tezista

Jedno od osnovnih pitanja pri rjeSavanju zadataka iz mehanike je i
odredivanje srediSta (napadne tacke rezultante) sistema paralelnih sila
uz primjenu Varinjonove teoreme. Sa ovim zadatkom se susrecemo i pri
odredivanju polozaja teziSta tijela.

Kako je kruto materijalno tijelo u polju Zemljine teze, na svaki
elementarni dio tijela djeluje sila teze usmjerena ka centru Zemlje, slika
8.1.

A

Slika 8.1 Djelovanje polja sile Zemljine teze na kruto materijalno tijelo

Rezultujuca sila svih elementarnih tezina AG; odgovara ukupnoj tezini
tijela.

n

G =D AG; oo (8.1)
i=1

Napadna tacka u kojoj djeluje ukupna tezina tijela naziva se teziSte

tijela, a koordinate xc, yc, zc nazivaju se koordinate teziSta "C'.

Koordinate teziSta odredene su slijede¢im izrazima:
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ZAGi z;
Zc :ile ............................................................................... (84)

Homogena tijela, kakva se ovdje izuc¢avaju, imaju to svojstvo da je tezina
bilo kojeg djeli¢a tijela proporcionalna njegovoj zapremini:

n

AG; =y -AV, G=DGi=¢V oo (8.5)
i=1

gdje je: Y - tezina jedinice zapremine,

AVi- zapremina elementarnog djeli¢a tijela,
V - ukupna zapremina tijela.
Zamjenom izraza (8.5) u izraze (8.2, 8.3 i 8.4) dobiva se:

n
ZAVixl
X = ol e 8.6
o=t 8.6)
n
D AVy;
PR OPU PR UUPPPR 8.7
Ye v (8.7)
n
ZAVizi
Ze = e 8.8
=t 8.8)

Za slucaj homogene tanke ploce, (slika 8.2) koja lezi u horizontalnoj
ravni Oxy, koordinate tezista C (xc, yc) odredene su slijedec¢im izrazima:
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Slika 8.2. Homogena tanka ploca

U sluéaju linijskog rasporeda masa homogenih tijela, slika 8.3, ¢ija se
debljina i Sirina zanemaruje, tezina pojedinih elementarnih dijelova AL,
proporcionalne su njegovoj duzini:

L =) ALj oo (8.13)
i=1
AGi = Y1 AL e e (8.14)

gdje je: y1 — tezina jedinice duzine datog tijela.

Polozaj teziSta sada je odreden izrazima:

iALi X;
_ =1

K = o s 8.15
o=t (8.15)
ZALiyi
e PR 8.16
Ye L ( )
ZLizz
Ze = 8.17
c =t (8.17)
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Slika 8.3 Homogena linija

Prethodno izvedeni izrazi koji su postavljeni na bazi elementarnih
dijelova tijela, ako prevedemo na graniéne vrijednosti, onda ove zadatke
mozemo jednostavnije rijeSiti koriStenjem integrala, i to:

— za slucaj prostornog rasporeda mase homogenog tijela:

Xc =$;|:de Ye =$;[de Ze =$;[de .............................. (8.18)

— za sluéaj povrSinskog rasporeda mase homogenog tijela:

1 1 1
xC:Z_[XdA yczzj.ydA ZC:ZIZdA ............................... (8.19)
A A A
— za sluéaj linijskog rasporeda mase homogenog tijela:
1 1 1
Xe =—|xdL =—|ydL zo=—|2dL ... 8.20
cT { Yc L .[y cTL .L[ ( )

gdje je: x, y, z koordinate napadnih tacaka elementarnih teZina.

8.2 Polozaj tezista homogenih tijela koji
imaju ose simetrije

U sluc¢aju da homogeno tijelo ima jednu ili viSe osa simetrije, slika 8.4,
teziSte tog tijela se nalazi na osi simetrije.




STATIKA

zc

Slika 8.4 Polozaj tezista kod tijela koje ima jednu osu simetrije

U ovom slucaju je:

o (8.21)
YC = 0 o (8.22)
n
ZAVi z;
zo ==L T (8.23)

Za slucaj da tijelo ima ravan simetrije analogno prethodnom izlaganju,
teziSte tijela se nalazi u ravni materijalne simetrije, odnosno u slucaju
da tijelo ima dvije ili viSe osa simetrije, teziSte tijela se nalazi u presjeku
tih osa simetrije.

8.3 Guldinove teoreme

Pomocu Guldinovih teorema moze se odrediti povrSina tijela koje
nastaje obrtanjem krive linije oko date ose, odnosno zapremina tijela,
koja nastaje obrtanjem ravne povrSine oko date ose, primjenom
statickih metoda.

Prva teorema. PovrSina koju opiSe ravna linija AB pri obrtanju oko date
ose, jednaka je proizvodu duzine L, linije AB i duzine luka koga opiSe
teziSte te linije (r - ¢), kako je prikazano na slici 8.5.

29)
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Slika 8.5 Poursina koju opisuje linija AB pri rotaciji oko ose z
Povrs§ina opisanog tijela je:

A:jdA:jr(de :rgojdL .............................................................. (8.24)
L L L
Za slucaj da je ¢ = 27, tada je povr§ina formiranog tijela:
A= zmjdL 2 DFTL oottt (8.25)
L

Druga teorema. Zapremina tijela koje nastaje obrtanjem ravne povrsine
oko date ose, jednaka je proizvodu povrSine ravne figure i duzine luka
koju opiSe teziSte te ravne figure, slika 8.6.

Slika 8.6. Tijelo koje nastaje rotacijom povrsSine A oko ose z
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AV =T @ AA e

Ukupna zapremina formiranog tijela je

V= [aV=[rpdA=rp[dA .
LA A A

za slucaj da je ¢ = 21

szmjdAzzmA
A
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Primjeri:
Zadatak 8.1 Za datu liniju prikazanu na slici 8.7 analiti¢ki i graficki
odrediti koordinate teziSta i veli¢inu povrSine koja nastaje rotacijom

linije oko x iy ose za ugao a = 360° ako je R =1 cm.

Yy

2R

2R

<y

1 X

2R

i
0
2R |

Slika 8.7 Homogena linija

Rjesenje:
a) Analiticko rjeSenje

Datu liniju rastavit cemo na pet dijelova za koje su teziSta definisana u
odgovarajuéim tabelama. Polozaj teziSta pojedinih segmenata linije
prikazan je na slici 8.8.

Koordinate teziSta date linije odredit ¢emo na osnovu izraza:

S
L. x;
x_;ll_gﬁ+%@+%%+hﬁ+%% @)
T L L1+L2+L3+L4+L5 ...........................

S
zLi Yi
yp ==L byt loYoths st laYatbsys (b)
T L L+Ly,+Ls+L, +Lg
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yl . y y
p< x2=3R
&
My,
5
® i
K @ x1=R > @
e ! '
@ x y=0| @ x g X
0
2R 2R A 2z 2R
2R L
y Yy Yy
x+=3R xs=2(2R)/ =
7, |®
x3=4R @T4 g % R
=
—1 3
24 (o
® = T &
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Slika 8.8 Slozena homogena linija razlozena na elementarne linije

Radi preglednosti, sve vrijednosti za odredivanje teziSta date linije
prikazat ¢emo tabelarno.

Tabela 1. Osnovni

odaci homogene linije prikazani tabelarno.

Li (cm) xi (cm) yi (cm) Lig(cm?) | Liyi{cm?)
1 2R 2 R 1 0 0 2 0
2 Rr 3,14 3R 3 2R/n 0,64 9,42 2,01
3| 2R 2 4R 4 R 1 8 2
4| 2R\2 | 2,83 3R 3 3R 3 8,49 8,49
Rt | 3,14 | 2@2R)/= | 1,27 2(;';/% 2,73 | 3,99 8,57
D 13,11 31,90 | 21,07

Prema jednacinama (a) i (b), a na osnovu podataka iz tabele 1 slijedi:

Xr =

31,90
13,11

=2,43 cm

21,07

Yr =73 11

=1,61cm

Veli¢inu povrSine koja nastaje rotacijom linije oko osa x i y odredit ¢emo
primjenom Guldinove teoreme na osnovu koje slijedi:
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— rotacija oko ose x

Ax=2-3,14-13,11-1,61 = 132,55 cm?

— rotacija oko ose y

Ay =0 - Lo XT= 2T - Lo XTyeeeniiniiniiiiiiiie e (d)
Ay=2-3,14-13,11 - 2,43 = 200,06 cm?

Ugao a uvrStavamo u radijanima.

b) Graficko rjesSenje
Koristeé¢i razmjeru za duzinu U;=1lcm/lcm nacrtamo oblik linije u
koordinatnom sistemu xOy, a u razmjeri U;=2cm?/lcm nacrtamo

poligon ekvivalentnih "sila" ¢ije su napadne tacke teziSta Ti, T, T3, Tsa i
Ts pojedinih segmenata linije. Intenzitet tih "sila" jednak je duzini
pojedinih segmenata linije. Dakle, imamo sistem paralelnih vektora ¢ija
se rezultanta L dobija primjenom poligona sila i veriznog poligona. Ako
vektore zaokrenemo u istu stranu za ugao 90°, mozemo odrediti

rezultantu L', vektora EI,EQ,E3,E4iE5,primjenom poligona sila i
veriznog poligona kao u slucaju rezultante L  vektora
L,Ly,Ls,L, i Ls. Presjek pravaca rezultanti Li L' definiSe teziste T date
linije.

Koordinate tezista T linije, dobivene grafickim postupkom na slici 8.9,
su:

xT :ﬁ'UL’

Xr =2,43cm- lem XxXr =2,43cm
lcm

Yr :a'UL?

yr =1,61lcm lem yr =1,61lcm
lem
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2R

lcm

T, (%, Yy

T , \4 4> J4
S(XS(‘yS)__/\ N 5

2R
)
%X
&

Yr
- |
¥
s
T 54
N3
=
13
]
%
% @
N

Y

0 L 2 L\ L
1 ab=a'b'=-L =L =1cm
2R 2R UL UL
— — L, L
bc=b'c'=—2="2=157cm
u, U
cdecd--L 1om
u. U
de = 'e':i—i—mzcm
u, U,
ef =e' '=i=£=1,57cm
. UL U
L, o I f‘
5 (3
L, _
L-af U, =6,55cm -2 _13 1cm
e 5 lcm
T L‘=a‘f'-UL=6,550m‘2cm=13,1cm
A lcm
£ 1
Slika 8.9 Graficko rjeSenje zadatka 8.1
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Zadatak 8.2 Za datu povrSinu prikazanu na slici analiticki i graficki
odrediti koordinate teziSta i veli¢inu zapremine tijela nastalog rotacijom
date povrSine oko x1i y ose za ugao a = 360° ako je R=1 cm.

y

2R

2R

Slika 8.10 Homogena povrsina

Rjesenje

a) Analiticko rjeSenje

Datu slozenu povrSinu rastavit ¢emo na odreden broj elementarnih
geometrijskih povrS§ina za koje je polozaj teziSta definisan u
odgovaraju¢im tabelama. Pri tome c¢emo izvrSiti odgovarajuce

dopunjavanje i oduzimanje elementarnih povrsina kako je prikazano na
slici 8.11.

Koordinate teziSta date povr§ine odredit cemo na osnovu izraza:

s
2 A%
_ i=1

_ Ap Xy — Ay X + Az X3 — Ay X4 + Ag X5

xp=fl——=171 272 373 34 358 .. (a)
A A —Ay+A; — A, + As
S
ZAi Yi
yp ==L _AY Yt A Yy m A Ya v Asys (b)
T A A —Ay+Ay— A, + As
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y
] XT
& y
N —
x1=2R ©) &
>
x2=3R T{-
< ot S & N
(1 \ Ej s T I . 7 A
i 1 x 3 S x i aE
OI 2R 2R O‘ 4R O 2r 2R
y y
xs=R X HER) 5w xs=2R+2R/3
® e ©
S S A S AN
©) @ = SO\ ©
5 g 3
3 o
~ & e~ $ =~ &
K 3 - L i1 X
1 i x i i >N x i B
0 2R o or o  or 2R

na elementarne pouvrsine

Slika 8.11 Homogena slozena povrsina razlozena

Radi preglednosti, sve vrijednosti za odredivanje polozaja teZiSta date
slozene povrsSine date su tabelarno.

Tabela 8. Osnovni

podaci homogene

ovrSine prikazani tabelarno

i Ai (cm?) Xi (cm) yi (cm) Aixi(cm?) | Aiyicm?)
1 8R2 8 2R 2 R 1 16 8
R’z - ﬁ
2 | 1,57 3R 3 37 0,42 -4,71 -0,66
3 4R2 4 R 1 3R 3 4 12
4(2R) 4R-
4| -Rn |4 '14 3z 0,85| 4(2R) |3,15| -2,67 -9,81
’ 3z
5 2Rz 2 2R +2?R 2,67 2R+2?R 2,67 5,34 5,34
> 9,29 17,96 14,79
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Prema jednacinama (1) i (2), a na osnovu podataka iz tabele 2 slijedi:

Xr =ﬂ=1,93 cm
9,29
14,79

=——=1,59 cm.
Y1779 29

Veli¢inu zapremine tijela koje nastaje rotacijom date povrSine oko osa x
i y odredit cemo primjenom Guldinove teoreme na osnovu koje slijedi:

— rotacija oko ose x

=2-3,14-9,29 - 1,59 = 92,76 cm?
— rotacija oko ose y

Vy=0 - A XT =21 - A XT ettt (e)
=2.3,14-9,29-1,93=112,60 cm?

Ugao o uvrStavamo u radijanima.

b) Graficko rjesenje
Koristeé¢i razmjeru za duzinu U; =1cm/lcm nacrtamo datu povrSinu u

koordinatnom sistemu xOy, a u razmjeri U, =2cm?/lcm nacrtamo

poligon ekvivalentnih "sila" ¢ije su napadne tacke teziSta Ti, To, T3, T4 i
Ts pojedinih elementarnih povrS§ina. Intenzitet tih "sila" jednak je veli¢ini
elementarnih povr§ina. Dakle, imamo sistem paralelnih vektora

A, Ay, A5, A, i A, Cija se rezultanta A dobija primjenom poligona sila i
veriznog poligona. Rotacijom vektora za ugao 90° na isti nacin
primjenom poligona sila i veriznog poligona dobijamo rezultantu A’
paralelnih vektora A,,A,,A;, A, i A5 . Presjek pravaca rezultanti A i A’
definiSe teziSte T date povrSine. Bitno je uociti da vektori negativnih
povrsina A2 1A4,A2 1A4 imaju suprotan smjer od vektora pozitivnih
povrsina.

Koordinate teziSta T linije dobijene postupkom na slici 8.12 su:

)CT :ﬁ‘UL,

xp =1,93cm- lem

xr =1,93cm
lem

(01
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yT :&'UL,

yr =1,59cm- lem

yr =1,59cm

lcm

c 3
& 5
3 S — 2cm?
A=af -U, =4,65cm- =9,3cm
A j - Ua lcm
d 2cm?

A'=a'f'-U, =4,65cm: =9,3cm
lcm

Slika 8.12 Graficko rjeSenje zadatka 8.2
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PROIZVOLJNI

(y/ SILA

) PROSTORNI SISTEM

9.1 Moment sile za osu

Za objaSnjavanje dejstva proizvoljnog prostornog sistema sila treba
uvesti i moment sile za osu. MOMENT SILE ZA OSU karakteriSe obrtni
efekt sile koja tezi da obrne tijelo oko neke ose. Da bi se izucilo dejstvo

sile F na tijelo (slika 9.1), u odnosu na z osu, potrebno je silu
projektovati na ravan Oxy koja je okomita na osu z, a zatim izracunati

moment projekcije I:‘xy u u odnosu na tacku O u kojoj osa z prodire

kroz ravan Oxy.

Sila F razlozi se na I:‘xy i Z komponente.

A —>
z VA
_>
Fo NA
0 —>
hi — ny
Ai
O

Xy

Slika 9.1 Moment sile F za osu

Komponenta Z ne
moze da obrne tijelo
oko ose 1z, jer je
paralelna toj osi i
moze samo da ga
translatorno pomjeri
duz ose z ukoliko je
ono slobodno. Sav
obrtni efekat koji
proizvodi = sila F
jednak je obrtnom
efektu komponente

F,, sile F  koja

djeluje u ravni Oxy.
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Moment sile F u odnosu na osu Oz je skalarna veli¢ina uzeta sa
znakom + ili -, koja je jednaka proizvodu intenziteta sile F‘xy i kraka h;

sile ﬁxy u odnosu na pol O, u kojem osa z prodire kroz ravan Oxy.
ME = MY = £F,) By oo (9.1)

Moment sile je pozitivan ako sila I:“xy obrée u smjeru suprotnom od

kretanja kazaljke na satu.
Obrtni efekat sile F za osu z isti je za sve tacke na osi z.

Pri proucavanju momenta sile Fza osu Oz, ravan Oy, mozZe se provuci
kroz bilo koju tacku ose z. Treba uraditi sljedece:

a) Postaviti ravan xy okomito na osu z u proizvoljnoj tacki te ose.

b) Projektovati silu F naravan xy i odrediti intenzitet sile ny .

¢) Odrediti krak sile h; sile ny za tacku O u kojoj osa z prodire kroz

ravan Oxy.

d) Izracunati proizvod F‘xy -h; i odrediti znak obrtanja.

Moment sile za osu jednak je nuli kada je:
— sila paralelna osi,

— ako napadna linija sile sijece osu tj. ako je h;=0.

9.2 Projekcije sile na ose prostornog
pravouglog koordinatnog sistema

Neka na tijelo djeluje sila intenziteta F i poznatog pravca i smjera,
odredenih bilo kojim dvjema tackama A i B na napadnoj liniji sile (slika
9.2).

Na osnovu koordinata tacaka A i B mogu se odrediti projekcije sile F na
pojedine ose.

Sa slike se vidi da je:
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AB" = AC 4 CD 4+ DB DA JE weererereeeeeeeeeeeeeee oo (9.3)
AB=\/(xB—xA)2+(yB—yA)2+(zB—zA)2 ....................................... (9.4)
LA
B(xs, Ys, zB,)
_’
F
/ D
A
A(xa, ya, za,) C
o y>

Slika 9.2 Projekcije sile na ose

Projekcije sile F na ose su:

X =Fcosa
Y = F COS B et (9.5)
Z =Fcosy

gdje su uglovi a, B iy uglovi koje sila F zatvara sa osama X, y, z.

Cosﬂ:A_C:—yB ~Ya
AB AB
cosa = B T XA e (9.6)
AB
cos y = D _2Zp =2,
AB AB

pa su projekcije sile na ose:

x=XB"Xap  y_Ys"Yap  F_ZB"Zap 9.7)
AB AB 7’ AB

Dakle, ako je poznat intenzitet sile F i koordinate dviju tacaka A(xa, ya,
Za,) 1 B(xs, yB, ZB,), koje leze na napadnoj liniji sile, prvo se odredi
rastojanja AB, a zatim se nadu projekcije te sile na pojedine ose.
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Iz gornjih jednacina slijedi:
F2 = X2 Y2 422 e (9.8)

€S2 +COS2 BACOS% J =1 it (9.9)

9.3 Moment sile za tacku

Neka na tijelo u tacki A djeluje sila F i neka je njen polozaj u odnosu
na tacku O odreden vektorom r, (slika 9.3).

Slika 9.3 Moment sile za tacku

Vektorski proizvod:

zove se moment sile za tacku O. Moment je okomit na ravan OAB koju
definisu vektori 7, i F i sa ¢ijeg se vrha vidi da ée se pravac vektora 7,

poklopi sa pravcem vektora F najkracom rotacijom suprotno od smjera
kazaljke na satu.

Intenzitet tog vektora je:
Mg =7-F-SINA=F R ccooiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiicie e (9.11)

gdje je h najkrace rastojanje tacke O i napadne linije sile F .
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9.4 Projekcija momenta sile za tacku na ose
pravouglog koordinatnog sistema

Neka na tijelo u tacki A(xa, ya, za) djeluje sila F=X-i+Y-j+Z-k cije
su projekcije X, Y, Z na ose poznate ili se mogu odrediti na nacin
opisan prethodno (slika 9.4). Moment te sile za koordinatni pocetak O
je:

Mo S T4 X F e e e (9.12)
Fa = XAl + YaJ + ZAK oo (9.13)
MO=(xAzT+ij+zAIE)x(XZ+Yj+ZIE) ........................................... (9.14)
Moment se moze napisati i u obliku:
i j k
Mp = XA Yp  Za|eeeveeeeememineeeiiiiieeei e (9.15)
X Y z

gdje su 17,],12 jedini¢éni vektori.
Nakon sredivanja dobije se:

Mo =(YaZ - 24Y )i + (24X = %4Z) ] + (%Y = YpaX)K oo, (9.16)
Izrazi u zagradama predstavljaju projekcije vektora M, na pojedine ose:
Mg =M +Myj+ MK oo (9.17)
pa je:
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M, =yaZ -2z,Y
My =2,X —XpZ ccoonviiiiiiiniiiiiiii (9.18)

M, =x,Y -y, X

9.5 Varinjonova teorema o momentu za tacku
rezultante sistema suceonih sila

Teorema: Moment rezultante prostornog sistema suceljnih sila za

proizvoljnu tacku jednak je vektorskom zbiru momenata komponentnih
sila za istu tacku.

Dokaz: Neka u tacki A na tijelo djeluje sistem suceljnih sila ¢ija je
rezultanta jednaka (slika 9.5):

Fo = Fy 4 Fy 4 Fy F o oo, (9.19)
a njene projekcije su:

Xp = in

Vi = D ¥ oo (9.20)

Zp =Zzi

Slika 9.5 Sistem sila

Moment rezultante za tacku O je:
M, =?A><}7“=FA><(15‘1 +1:“2+]5‘3+...)=FAXI:“1+FAXI3‘2+FA><I:“3 Forerrenn (9.21)
Mo =Mpy + Mo+ Moz + oo ot (9.22)

¢ime je teorema dokazana.
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Posljedica ove teoreme je da je moment rezultante prostornog sistema
suceljnih sila za bilo koju osu jednak algebarskom zbiru momenata
komponentnih sila za tu osu.

Kako je:

Fy = X0 4 Y] 4 ZK oo (9.23)

Fr = Xgi + Yo  + ZpK woveeeiiieieiiieieieeeeieee e (9.24)
i j k i Jj k

MO=FAXZE: X4 Ya Zp |=|Xa Ya Za|eeoeeioneiiiiiiiinn (9.25)

DX DY >z Xr Yr Zg

Mx :yAZR _ZAYR :yA(Zl +Z2 +...)_ZA(Y1 +Y2 +...)

M, =2,Xp—x2Zp =2 (Xy+ Xp+...) = Xp (21 + Zo+..) e (9.26)

M, =x,Yg —yaXp=Xa (V1 + Y, +...)—ya(X; + Xy +...)
Izrazi
M, =YaZr —2,Yr

My =2Z4Xp —XpZR ceovrvniviiiiiiniiiiiiitiiiintte e (9.27)

M, = xsYgr —YaXg

predstavljaju momente sila za ose. Momenti Mx, My, Mz su mjera
tendencije sile F (X,Y, Z) ili rezultante sila Fr (Xr Yr Zr) da obrne tijelo,
na koje djeluje, oko osa x, y, z. Ovo slijedi iz Varinjonove teoreme:
Moment sile F za bilo koju osu jednak je algebarskom zbiru momenta
njenih komponenti Xi, Y]’, Zk .

Primjer: Zadan je intenzitet sile F=100 N (slika 9.6). Odrediti momente
sile za ose.

A
C(0,4,3) il ?
> >

Slika 9.6 Moment sile za ose
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RjesSenje:

2

D_CZ\/()CC—XD)Q+(yc_yD)2+(ZC_ZD)
ﬁz\/(0—2)2+(4—1)2+(£—0)2
DC=+16=4m

M:H.looz_SON
DC 4

X=F-cosa=F-

Y=F~cosﬂ:F~M:E-100=75N
DC 4

Z.—Z 0-2
Z=F.cosy=F -2~ -—_~.100=254/3 N
7 DC 4 V3

M, =y,Z - z,Y =253 -1=253 kNm
M, =z,X - x,Z =(~50)-0 - 253 -2 = -504/3 kNm
M, = x,Y —y,X =75-2—(-50)-1=150 + 50 = 200 kNm

9.6 Spreg sila kao vektor

Predstavljati vektorski momente nije bilo neophodno u statici u ravni.
U statici prostornog sistema sila predstava o vektoru momenta sile za
tacku i vektoru sprega sila je nuzna. Ako na tijelo u tackama A i B

djeluje par sila F i F' koje ¢ine spreg sa krakom h, suma momenata
tih sila za tacku O je (slika 9.7):

31&
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jer je F=-F"
Posto je (Fy —75)=BA toje M =BAXF ..ccccccoeniiiiiiiiiiiecce. (9.29)

Vektor M je okomit na ravan koju ¢ine vektori BA i F tj. na ravan
dejstva sprega i ima smjer takav da se sa vrha tog vektora vidi da spreg
nastoji da obrne tijelo u smjeru suprotnom od smjera kretanja kazaljke
na satu.

Intenzitet tog vektora je:

M=BA-F'sina=F-h tj. jedank je momentu sprega.

Vektor BA ne zavisi od izbora tacke O, za koju je trazen moment

M =BAxF i ovaj moment bi bio isti i ako bi se ra¢unao za bilo koju
drugu tacku (zato nema O u indeksu), pa je moment sprega slobodan
vektor i moze se slobodno premjestati u prostoru paralelno samom sebi.
Otuda je opravdano njegovo predstavljanje kao na slici 9.8.

A A A

Ty
Il
v
Il
S|/

—Yp Yy
/ x
MLT

Slika 9.8 Moment sprega

Moment se moze slobodno premjeStati u ravni svog dejstva ili u neku
drugu ravan paralelnu sa ravni njegovog dejstva i za njega vaze sve
osobine kao za spreg u statici u ravni.

9.7 Sabiranje spregova

Neka na tijelo djeluju dva sprega sila u ravnima T; i T, koje se
presijecaju duz pravca AB (slika 9.9). Spregovi se mogu premjestati u

ravnima svojih dejstava, a oba se mogu predstaviti preko parova sila F
i Fi'i Fyi F,' saizabranim rastojanjem AB.

611
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Slika 9.9 Spregovi u dvije ravni

Moment rezultirajuceg sprega Cinice par sila Fri Fg

M = ABx Fy = ABx(F, + F,) = ABx F, + ABx Fy = My + My cocooov... (9.32)

tj. rezultu1u01 spreg M _]ednak je vektorskom zbiru komponentnih
spregova MiiMo,. Spreg M, okomit je na ravan Ty, a M , okomit j je na
ravan Ty, dok je M = ABx F, okomit na ravan koju ¢ine vektori Fg i
FR.

Ako na tijelo djeluje viSe spregova, oni se u parovima mogu sabirati na

opisani nacin tako da je rezultanta sprega jedanka vektorskom zbiru
komponentnih spregova:

M =M, +My+Mg+.o= Y M oo (9.33)
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Ovaj zbir se moze predstaviti graficki po pravilu poligona konstruisanog
od komponentnih vektora M, ili analiticki:

Mx :ZMxi

My =D My oo (9.34)
M, = ZMzi

pri Cemu je intenzitet rezultirajuceg sprega:

= + L L7 .
M=M2+M2+ M7 (9.35)

9.8 Redukcija prostornog sistema sila na tacku

Slucaj redukcije je isti kao kod ravanskog sistema (slika 9.10).

Teorem: Sila koja djeluje u nekoj tacki krutog tijela moze se premjestiti
paralelno samoj sebi u bilo koju drugu tacku tog tijela, s tim da se u toj
tacki redukcije pridoda i vektor momenta te sile za tacku redukcije.

Ty
Ty

_>

F ’

@) b) c
Slika 9.10 Redukcije sile na tacku

Vektor M, =7, xF je okomit na ravan koju odreduju vektori 7, i F.
Posto na slici 9.10c vektori Jl7IO i F su okomiti to se mogu predstaviti
rezultujucom silom F koja djeluje u nekoj drugoj tacki, slika 9.10a.

Ako na tijelo djeluje viSe sila to se one, jedna po jedna, mogu redukovati
na neku zajednicku proizvoljnu tacku O i tako dobiti sistem sila i

spregova, a zatim se te sile mogu sabrati u glavni vektor F‘G ,a spregovi

u glavni moment M, .
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Glavni vektor ne zavisi od izbora tacke redukcije, a glavni moment
zavisi. Oni, u principu, nisu medusobno okomiti.

_>
M3
=nxF M,,=KrLxF, M,,=FrxF

M,

1

Xp =Y X; Ye=>Y; Zr =22 oo (9.36)

Mo, =Y My; Mo, =>My; Mg, =Y My i, (9.37)
Fro = X% + Yi2 # ZR2 oo (9.38)
Mo = Mo 2+ Mo 2 4+ Mo,2 oo (9.39)
Mogu nastupiti slijedeci slucajevi:

1. Fp=0 M, =0 sistem je u ravnotezi

2. Fp#0 M, =0 sistem nije u ravnotezi i svodi se na rezltantu Fj

3. Fp=0 M, #0 sistem nije u ravnotezi i svodi se na spreg sila M,

4. Fp#0 M, #0 sistem nije u ravnotezi i za razliku od ravnog sistema

sila, gdje su vektori M, i Fy uvijek okomiti, vektori
M, i Fp nisu u opstem slucaju okomiti.
Ovdje razlikujemo tri slucaja:
a) vektori M, i F, su okomiti M, L Fy
Sistem se moze redukovati na rezultantu koja ne prolazi kroz tacku O
(slicno kao kod ravanskog slucaja). Ako je M, L Fy, tada postoji par sila

kojima se moze predstaviti spreg Moi koje leze u ravni dejstva sile F.
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Ako se M, predstavi pomocéu para sila FriF,' tako da je Fp-h =M,
slucaj se svodi na rezultantu u tacki A (slika 9.12).

TZ V4
_>

- T
Mo ' 0 PR —
> y y
h = h
o)
_»
Fr A fos

_>
Fr
4>
/ ’
A
x / /
X X

Slika 9.12 Sluéaj M, 1 Fy

zZ

—g

b) vektori M, i F, su paralelni M, Il Fy

Pod dejstvom Moi Fy tijelo se kreée poput zavrtnja. Sistem se svodi na

dinamicki zavrtanja ili dinamu. Dalje svodenje sistema nije moguce jer
se takvo kretanje ne moZe ostvariti dejstvom jedne jedine sile
(rezultante) ili samo spregom sila.

Slika 9.13 Slucaj M, Il Fy
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c) vektori F'R #0 i Mo #0 su pod nekim uglom

Ako su F, =720 i M 0#0, pa jo§ ako nisu niti okomiti niti kolinearni nego

su pod nekim uglom, onda se takav sistem moze svesti na dinamu, ali
osa diname prolazi kroz neku tacku A.

Znaci da se neuravnotezeni sistem sila, nakon redukcije na proizvoljnu
tacku O, svodi na neku od tri mogucnosti:

rezultantu, spreg sila ili dinamu.

zA
Mo Mo2=Mo -sino
Mi;=Mo -cosa
_’
Fr
O
Xy &
- Fr’
> >
Yy Yy
= h h
- - -
FR Ml FR
A A
Xp x» Xxp

Slika 9.14 Slucaj F w7201 M o 70 i pod nekim su uglom

9.9 Uslovi ravnoteze proizvoljnog prostornog
sistema sila

Potrebni i dovoljni uslovi ravnoteze prostornog sistema sila, koji djeluje
na kruto tijelo, su:

Fr=0 MO =0 oo (9.40)

Ova dva vektora mogu se projektovati na sve tri ose koordinatnog
sistema i u potpunosti su definisana tim projekcijama. Iz Sest jednacina
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slijede i potrebni i dovoljni analiticki uslovi ravnoteze proizvoljnog
prostornog sistema sila koji djeluje na kruto tijelo:

Yx=0 >v=0 >z=0
dYM,=0 > M,=0 > M,=0
Fizicko znacenje je sljedece:

Prve tri jednacine (Fg=0) zadovoljavaju uslove da nema translacije u
pravcu osa X, y, z, odnosno da nema bilo kakve translacije tijela.

Druge tri jednacine ZMO =0 svaka za sebe izrazavaju zahtjev da ne

bude rotacije oko osa. Dakle, svih Sest jednac¢ina osiguravaju odsustvo
bilo kakve translacije i rotacije.

9.9.1 Analiticki uslovi ravnoteze u nekim specijalnim
slucajevima prostornog sistema sila

Jednacine (izraz 9.40) su potrebni analiticki uslovi ravnoteze prostornog
sistema sila. U nekim slucajevima moze biti i manje uslova. Npr. u
sluéaju sistema sila koje djeluju duz jednog pravca, npr. duz ose x

potrebno je postaviti samo jednu jednacinu ZX =0. Ostalih pet je
zadovoljeno. Proizvoljni ravni sistem je specijalan slucaj prostornog
sistema.

Analiticki uslovi ravnoteze prostornog sistema suceljnih sila
Ako na kruto tijelo djeluje

prostorni sistem suceljnih
sila za ravnotezu je potrebno:

~A

2 o SX-0 Sv-0 37-0

. ) Uslov da je MO =0 je
% identi¢no zadovoljen, pa su
o) . . .
zadovoljene i preostale tri

jednacine ravnoteze. Ako se

—> radi o suceljnom, ravnom
sistemu sila, tada je

Z Z=0pa se jednacine
svode na dvije.
Slika 9.15 Prostorni suceljni sistem sila

617




STATIKA

Analiticki uslovi ravnoteZe prostornog sistema paralelnih sila
Ako su sve sile paralelne osi x,

> tada je:
—»> _ - ; -
tr | mp B Ero Siwo i Tuom
o, d 1‘ i ostaju uslovi:

>X=0 >M,=0 »M,=0

Ako sve sile leze u ravni Oxy tada je i

Slika 9. 16 Prostorni sistem ZMU =0, pa se jednacine svode na

paralelnih sila uslove ravnoteze ravnog sistema sila.

Analiticki uslovi ravnoteZe prostornog sistema spregova
Ako na tijelo djeluju samo
spregovi tada je:

ZX = ZY = ZZ = 0 zadovoljeno

pa preostaju uslovi:

dYM,=0 Y M,=0 > M,=0

Ako su vektori spregova
medusobno paralelni sa osom z
tada je

ZMx =0 i ZMy =0 pa ostaje
samo uslovZ:MZ =0.

Slika 9.17 Sistem spregova

9.10 Veze i njihove reakcije u prostornim
problemima

Za svaku vezu treba ispitati da li se suprotstavlja translacijama u
pravcu osa i rotacijama oko osa. Ako se suprotstavlja, treba nacrtati
odgovarajuci vektor.
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z s
0

¥

2.

F F
F F
o y
X

3.

VA

/

(¢]

y

/

b

Veza je uze u prostoru. Reakcija ima
pravac uzeta i moze biti opterecena
samo na zatezanje. U principu, ima tri
komponente, a ako je u nekoj ravni
onda ima dvije komponente u pravcu
y» osa ravni u kojoj je uze.

Stap zanemarive
tezine, zglobno je
vezan na  svojim
krajevima i opterecen
na krajevima na
pritisak ili zatezanje.
Reakcija ima pravac
Stapa.

Pokretni oslonac na glatkoj ravni.
Reakcija ima pravac okomit na ravan.
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Pokretni oslonac na hrapavoj ravni ili
nepokretni oslonac pri¢vr§éen za tu
ravan.

_>
Y

Sferni glatki zglob ne dozvoljava translaciju
niti u jednom pravcu u prostoru.
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Primjeri:

Zadatak 9.1 Na kocku, strane a=10 cm, djeluju sile prikazane na slici
6.1. Veli¢ine svih sila su jednake i iznose F=10 kN. Svesti ovaj sistem
sila na prostiji oblik, tj. na glavni vektor i glavni moment.

Slika 9. 18 Prostorni sistem sila na kocki

RjesSenje:

Posmatrat ¢e se dijagonalna ravan kocke odredena bridovima CDBA u
kojoj lezi sila F,. Definisat ¢e se ugao ¢ koga sila zaklapa sa ravninom
Oxy.

A 1NZ 8
0 &

Fo 7\
o D

Slika 9.19 Dijagonalna
ravan kocke CDBA
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Projekcije glavnog vektora na ose x,y,z:
F, =-F, cos45° - F; cos45° + F, + F5 cos pcos 45°

i B 3

F, :—10——10— 10+ 0———167kN

3 2

F, = F,sin45° + F3; sin45° + F5 cos psin45°...........

b 21082 41032 1022

=10—+10 10———19,87 kN
2 2

32

F,=F +F5SIN@.cccccoiiiiiiiiiiiiiiii

J3

F, :10+10?: 15,77 kN

Intenzitet glavnog vektora:

F=\F2+F2+F>% oo

F=(1,67) +(19,87) +(15,77)* = 25,43 kN

Uglovi koje glavni vektor zaklapa sa pravcima osa x,y,z:

Cosaziz 1,67 =0,0657 a =82,6°
F 25,43
F,
cosf=-2= 19,87 =0,781 £ =38,6° ...
F 25,43
0057:£:£:0,620 y=51,67°
F 25,43
Projekcije glavnhog momenta na ose:
M,=F -a-F,-a-sin45° .......ccccccoeiiiiiniinnin.
M, :10-10—10-10g:29,29 kNcm
M,=-F-a+F,-a-F,-a-cos45° ......................
V2

M, :—10-10+10-10—10-107:—70,7 kNcm

M, =F;-a-sin45°+F,-a-sin45°-F,-a ............

3£5
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M, :10'10'g+10'10~g—10«10=41,42 kNcm

Intenzitet glavnog momenta

M =(29,29) +(70,7) +(41,42)" = 87,01 kNem

Uglovi koje glavni moment zaklapa sa pravcima osa:
M, 29,29

cosay = — =Tt = 0,3366 a; =70,33°

M
cos 3 :Vy:—;o’gl =-0,8125 B =144,34° .o (k)
cosy, = ]IV“[JZ = g;’?)Ql =0,4760 7 =61,57°

Zadatak 9.2 Homogena kvadratna ploca, tezine G i stranica a, vezana je
sfernim zglobom A i cilindriénim B za postolje, a u datom polozaju,
prema slici 9.20, odrzava je uze KC. Za plocu je, u tacki D, okacen teret
Q=2 G, a u tacki E djeluje sila F=G. Odrediti reakcije u leziStima i silu u
uzetu KC.

Slika 9.20 Kvadratna ploca
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RjesSenje:
Plo¢a ce se osloboditi veza sa okolinom i njihov uticaj zamjenit ¢e se
reakcijama (slika 9.21).

Z
z o
K
S
7 y c 60°
Al Va_ B Y
XB X A
Xa T » T
A Poged sa stane
g |-
Q

Slika 9.21 Aktivne sile i reakcije oslonaca koje djeluju na plocu

Staticki uslovi ravnoteze ploce su:

DX=0  X,+Xg—=SC0860°=0 ..oooiiiiiiiiiiiiiiniees (@)

dYYy=0 Y4 = F =0 oo (b)

> z=0 Zpy+Zg+SSIN60°—G-Q =0 .cooeverieiiieiiaieeeeeannnn. ()
a a .

> M, =0 —G~§—Q-a+ZB-a+F-5-sm30°=O ...................... (d)

> M, =0 G-%-cosSO°+Q~a~cosSO°—S-a:O ......................... (e)

> M, =0 —XB-a+F-%-COSSO°:O .......................................... h)

RjeSavanjem sistema od Sest jednacina dobivamo S§est nepoznatih
reakcija oslonaca:

(b) Y, =F=G

G3

-F
(f) XB=700330°=— )
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(e)  S=0Qcos30°+ %cos 30°= %@G

(d)  Zg :%+Q—gsin300:%G

(c) ZA=G+Q—Ssin60°—ZB=—§G

7J3G
8

(a) X, =Scos60°-Xp =

Reakecije sfernog A i cilindri¢nog zgloba B imaju intenzitet:

Fy=y{X2+Y,>+2,.2=2136G

Fp=\Xg2+2Z5%=2,29G

Zadatak 9.3 Homogena kvadratna ploc¢a na slici 9.22, stranice a i
tezine G, vezana je sfernim i cilindriénim zglobom u tackama A i B. U
tacki E, na sredini strane CD, ploca je za podlogu vezana pomocu Stapa
koji je okomit na plo¢u. Plo¢a sa horizontalnom ravni Oxy zatvara ugao
0=30°. U ravni plo¢e djeluje moment sprega M. Odrediti reakcije
oslonaca. Zadano je: G=10 kN, a=1m, M=10 kNm.

| ¥4

Slika 9.22 Homogena ploca

RjeSenje: Ploca ¢e se osloboditi veza sa okolinom i njihov uticaj
zamjenit ¢e se reakcijama (slika 9.23).
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Slika 9.23 Aktivne sile i reakcije oslonaca
ploc¢e u ravnoteznom polozaju

Staticki uslovi ravnoteze ploce:

> X=0 XA =0 oo (a)
DY=0 Y, + Y5 —FgCo860°=0 . ccoooviiiiiiaiieniieeeeeeeeeeeeea (b)
> z=0 Zpy+Zg+Fgsin60°—G =0 ..cocoovviiiiiiaieeeieieen, ()
> M, =0 FE~a—G-%~COSSO°:0 ............................................. (d)
> M, =0 —ZE~a—FE~%-sin60°+G-%—M~sin30°:O ............ (e)
> M, =0 YB-a—FE%.cos600+M.cos300=o ......................... b

Rjesavanjem sistema jednacina dobivaju se mnepoznate reakcije
oslonaca:

(a) X,=0
(d)  Fy= %cos 30° = 4,33 kN

(e) Z =9—F—Esin60°—£00330°=—1,875kN
B72 2 a
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(f) Yy :F?Ecos 60° - M cos30° = -7,58 kN
a

(b) Y, = F; cos 60° - Yg = 9,74 kN
()  Z,=G-Z, - Fysin60° = 8,125 kN

Intenziteti reakcija sfernog A i cilindri¢nog zgloba B su:

Fy=X,2+2,2 =12,68 kN
Fg = Y52 +Z5? =7,8 kN

Zadatak 9.4 Pravougaona vrata ABCD, tezine G=150 N i dimenzija
2x3m, mogu se okretati oko osovine AB. U tacki A, vrata su vezana
sfernim zglobom, a u tacki B pomi¢nim osloncem. Vjetar jac¢ine 100
N/m? djeluje na vrata paralelno ravni xAy pod uglom «=60°. U tacki D
vrata su vezana uzetom za tacku E, gdje je AE=1m. Odrediti veli¢ine
reakcija u osloncima i silu u uzetu DE.

Z 2m
B
— g
d W
'\i“A y
D
E
X
A 4 D
&P
4 PV
E

Slika 9.24 Pravougaona vrata

RjesSenje:
Vrata ¢e se osloboditi veza sa okolinom i njihov uticaj zamjenit ¢e se
reakcijama (slika 9.25).
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Zy o
— YB
XB -
-
).
— Y
XA A Ya D

Slika 9.25 Ravnotezni polozaj vrata

Ugao uzeta DE prema osiy (slika 9.25):

245

cosa =——
5

Staticki uslovi ravnoteze vrata:
D X=0 X,+Xg+Ssina-Wsin60°=0.....cccoorrrrrrrirrrcrnrnns
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Y M, =0 -G-1-W-1,5:c0860°~Y5-3=0 ..cooeorrrrrrrrrrrrnnne. (f)

D M,=0 Xp-3-W-1,5-5I060°=0 ..ooorrrrrmrririrnrnieiniens ()

DM, =0 -S-2:-sin@+W-sin60°-1=0 ...ccooorrrrrrrrrrerernnns (h)
N ) .

W=p-A=100—-6m” =600 N .......cccoocorrirmiiriniinirninen. (i)
m

RjeSavanjem sistema od Sest jedancina dobivaju se vrijednosti
nepoznatih reakcija:
(h) s _W-1-sin60° _ 54 96N
2-sina
~ W -1,5-sin60°
- 3
_—G-1+W-1,5-cos60°

f)  Yg= 2 =200 N

(g8) Xp =259,8 N

(
() Z,=G=150N
(d) Y,=S-cosa-W -cos60°-Yy =419,63 N
(c) X, =Wsin60°-Ssina— Xz =0N

Intenziteti reakcija sfernog A i pomiénog oslonca B su:

Fy={X2+Y,%+ 2, = 445,63 N

Fp =+ Xg2+Yg? =327,23N

Zadatak 9.5 Vrata, tezine G=100 N, visine 2m i Sirine 1m, ucvrSéena su
u tackama A i B. U tacki C privezano je uze koje je prebaceno preko
kotura H. Na drugom kraju uzeta objeSen je teret Q=10 N. Trenje se
zanemaruje. Odrediti:

a) silu F koja djeluje okomito na vrata, koja je potrebna da vrata
ostanu otvorena pod uglom «=30° (CE=ED),

b) reakcije u leziStima vrata A i B.
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Slika 9.26 Vrata ABCD
RjesSenje:

Vrata ¢e se osloboditi veza sa okolinom i njihov uticaj zamjenit ce se
reakcijama (slika 9.27).

z]

§

"

— e —————_——

Y

Slika 9.27 Aktivne sile i reakcije oslonaca u ravnoteznom poloZaju vrata
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Staticki uslovi ravnoteze vrata:

D X=X, +Xg+Fcos30°=QC0815°=0 ..ooovrviiiiinieieieees (a)
DY =Y, +Y5 +0Qsin15° = Fsin30°=0 .ooooiiiiriiinieeees (b)
D Z=Z5 =G =0 oo ()
ZMX =-Q-2-sin15°-G—=cos30°+ F-cos60°-1-Y, -2=0 .......... (d)
ZMy =—Q-2-coslS°+F-1.cosSO°+G-%~sin30°+XA 2=0....... (e)
DM, =Q-CoSI5% 1=F -1=0 wooeoiiriiiininieinininininc s (f)

Iz sistema jedanc¢ina dobivaju se nepoznate vrijednosti aktivnih sila i
reakcija oslonaca:

f) F =Qcosl15°=9,66 N
Zy=G=100N

X, :7(%-sin30° —F -cos30°+ 2@-00515°] =-7,022 N

a) Xp=-X,-Fcos30°+Qcos15°=8,317N
) Y, = %(FCOS60°—%COS30°—QQSin15°j =-21,825N

Y, = Fsin30° - Qsinl15° - Y, = 24,065 N

Reakcija oslonca A i oslonca B ima intenzitet:

F,=yX,2+Y,2 =2293N

Fp = Xg5* + Y5> + Z5* =103,2 N,

Zadatak 9.6 Homogena ploca, oblika i dimenzija kao na slici 9.28,
vezana je za vertikalnu osovinu u tacki A pomocu sfernog, a u tacki B
pomocu cilindriénog zgloba. U tacki D vezano je uze, ¢iji je drugi kraj
vezan za podlogu u tacki E. Tezina ploce je G=50 kN, a na ploc¢u djeluje
vjetar w=10 kN/m?2. Odrediti sve reakcije veza. Zadano je :

AC=AD=2R, AB=3R, EA=R, R=1m
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2R

15R

N
=<
[»y]
s}
15 R

Slika 9.28 Plo¢a sa isjeckom

RjesSenje:

Ploca ¢e se osloboditi veza sa okolinom i njihov uticaj zamjenit ¢ée se
reakcijama (slika 9.29).

zy
B| YB c
X8
Y1
T
Fo' 3
ZT ﬁa—
Y7
A Ya Y

Slika 9.29 Aktivne sile i reakcije veza u
ravnoteznom poloZaju ploce
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Da bi se postavila aktivna sila tezine ploCe i sila vjetra, potrebno je
odrediti koordinate tezista.

Teziste ploce ABCD:

2
2R~3R-R—M(2R—4RJ
ZAiyi 2 3
yr = A = =2 =0,797 M .coevvniiniaann. (b)
LA 2R-3R-— "
2
Sila vjetra je:
2

W:A-w:(6R2—%J-w:44,3kN ........................................... (©)
Staticki uslovi ravnoteze ploce su:
D X=X, +Xg+Ssina-Wsin60°=0 ...oooorrrirririnnieeens (d)
ZYzYA+YB—Scosa+Wcos6O°=O ........................................... (e)
D Z=Zy =G =0 oo, )
DM, =G yr + W -27c0860°+ Y5 -8R =0 oooovrrriisicieee g
D M, =Xpg-3R-W -2z SIN60° =0 ..coooovrriiriiriiiiiiccccas (h)
D M, =S-2R-sina~W -y sin60° =0 .....ccccermrrrrrrnrnreeiens (i)
Ugao o sa slike je:

_ED_R _1 0
g D QR Qs
sinazﬁ

5
5
cosa =———
5

Iz prethodnih 6 jedanc¢ina dobivaju se nepoznate reakcije oslonaca
ploce:

(f) Z,=G=50kN

L

(8)  Yp=-55(G yr + W 27c0s60°) = -24,36 kN
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(h) Xg =3LR(W'szin6O°):19,18 kN
(i) s:ﬁw-yT sin60° = 34,19 kN
sina

(e) Y, =Scosa -W cos60°-Yg = 32,79 kN
(d) X, =Wsin60°-Ssina - X, = 3,85 kN

Reakcije oslonaca A i B imaju intenzitete:

Fy=X2+Y,%+2,2 =59,92 kN

Fg =Xz +Yz% =31kN

Zadatak 9.7 Stativ ima osnovu ravnostranog trougla sa stranicama
a=40 cm. Tezina stuba stativa koji je ucvrSéen u teziStu osnove je
G=120 N. Duzina pokretnog dijela EH=[=60 cm u ravnoteznom polozZaju
je paralelna sa stranicom AB osnove. Odrediti:

a) mnajvecu vrijednost tereta Q u tacki H, a da ne dode do preturanja,

b) za zadano Q=30 N izracunati veli¢inu reakcije u tackama A, Bi D.
Oslonci AB i D oslanjaju se na glatku povrSinu.

2 1
Eq‘.E- H

Slika 9.30 Stativ

RjesSenje:
Stativ ¢e se osloboditi veza sa okolinom i te veze zamijenit e se
reakcijama.
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z
E H
Q
D
"o
c Yo
N\

A
B

Slika 9.31 Aktivne sile i reakcije oslonaca
u ravnoteznom polozaju stativa

Staticki uslovi ravnoteze stativa su:

D Z=Fy+Fg+Fp=Q-G=0 oo ()
a a

ZMX—FBE—FAE—QJ—O ........................................................ (d)

ZMy :FDga—(FA +Fg) =@ =0 oot (e)

DM, =0 o (f)

UvrStavanjem vrijednosti G=120 N u jednac¢inu (c) i sredivanjem
jedancine (e) dobiva se:

Fy+Fg+Fp—0Q—-120=0 oottt (c)
2F, -F,-Fz=0
Sabiranjem (c') i (e') jednacine dobiva se:
3F,=G+Q
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Iz jednacine (d) dobiva se:

Iz jedancine (e) dobiva se:

FB+FA=2G;Q ........................................................................... (")

Iz dvije prethodne jednacine dobiva se:

Fg=—(G4+ Q)+ =0 ciiiiiiiiiiiiiii e h
B 3( Q) aQ (h)
1 L

Fiu=(GA0Q) =70 i i
2=5(G+0)-0 0

Reakcija Fa ne moze biti negativna pa postoji uslov

1 L

—(G — QO >0 i
J(a+0)-Lo ()

Q<34,3N

Za Q=30 N

FDzé(G+Q)=50N

1 L
FA—g(G-FQ)—zQ—SN
Fo=2(G+0)+20Q=95N
B3 a

Zadatak 9.8 Pomocu c¢ekrka prikazanog na slici 9.32 podize se
ravnomjerno teret Q =100 kN. Polupreénik dobosa R= 5 cm, duzina
rucice KD=40 cm, duzina DA=30 cm, AC=40 cm, CB=60 cm. Uze se
odvija sa doboSa u pravcu tangente nagnute pod uglom od 60° prema
horizontali. Odrediti silu pritiska P na ruc¢icu KD kao i otpore oslonaca
A i B za polozaj ¢ekrka kad je ruc¢ica DK horizontalna.
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wﬂ

\D*

)
>

4

Slika 9.32 Cekrk
RjesSenje:

Osovina ¢ekrka DB oslobodi se veza sa okolinom i nanesu se reakcije
veza (slika 9.33).

z})

Slika 9.33 Aktune sile i reakcije veza u
ravnoteznom poloZaju cekrka

Staticki uslovi ravnoteze:
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> M, =Z5-AB+Q-ACSIN60°+P-AD =0 ..coocoormriiiicirccnan, (d)
D My=Q-R-P-ED=0 .ceoceoorriririimiiiiieecissee s (€)
D M, =Q-AC-coS60°+ Xp-AB =0 .oooorriiiiiiniiiccicics )

Nepoznate vrijednosti sila dobivaju se rjeSavanjem prethodnog sistema

jednacina:
(f) X _Q-A_C-cos60°
AB

) P=2R_105%KN
KD

=-20kN

_P~E+Q~E-sin60°

(d) Zg= —=

(c) Z,=P-Q-sin60°-Zg

(a) X, =-Q-cos60°— Xp

Intenziteti reakcija oslonaca A i B su:

F, =+X,2+2,? =46,63kN
Fp =+Xg? + Z5% = 43,29 kN

35,7 kN
30 kN

=-38,4 kN

Zadatak 9.9 Na vratilu AB, duzine L=1,5 m i tezine G=100 N, nalaze se
dvije remenice, poluprec¢nika ;=20 mm i r2>=15 mm i tezina Q;=300 N i
Q2= 250 N. Remenice su rasporedene na duzinama AC=0,5 m i AD=1 m
od lijevog leziSta A. Remen na prvoj remenici C gradi sa pravcem
horizontale ugao a=30°, a sila F;' = 2-F;. Obje grane remena na drugoj
remenici su horizontalne, a sile u njima su F2'= 2 F2 =2400 N. Odrediti
velicine sila u granima remena na prvoj remenici, kao i otpore

cilindri¢nih lezista A i B.
y

Slika 9.34 Vratilo sa remenicama
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RjesSenje:
Veze vratila AB sa okolinom prikazane su na slici 9.35.
*Z
kZA '\ —Z'B
A C iD B
% % ,

9.35 Sile u osloncima i remenima

Staticki uslovi ravnoteze vratila sa remenicama:

D> M, =25 -AB-F -sin30°- AC-F,"sin30°- AC

AB | —— e

—G-7—Q1-R—QQ-E=O

dMy=FR'"r-F-1-Fn+F =0 i

ZMZ =Xg-AB+F,-AD+F,"AD +F, -cos 30°- AC

+Fl'.cos30°.A_C=O

Posto je F2'= 2 F2 =2400 N, slijedi F2 =1200 N. Vrijedii Fi' = 2-F1.

Iz (e)je: 2-F-n—-F-n-F,-1,+2-F,-1,=0

F-n=Fmn

_Fyor, 120015
n 20

F'=2.F, =1800 N

R =900 N
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f) Xp =—%(3F2 -1+ 3F, c0s30°-0,5) = -3958,8 N

2

a X, =—(Xp +3F, +3F, cos30°) =-1979,4 N

)
d)  Zg =%(3F1 §in30°-0,5+G-0,75+Q; - 0,5+ Q,.1) = 766,7 N

(c) Z,=3Fsin30°+G+Q, +Q, -Z5 =1233,3N
Reakcije oslonaca A i B imaju intenzitete:

F, =+X,2+2,2 =2332,2N
Fp =+ X5%+Z5% =4032,3N

Zadatak 9.10 Plo¢a dimenzija a x b, tezine G = 6 kN oslanja se na
Stapove prema slici 9.36. Duz stranice AB djeluje sila F = 9 kN. Odrediti
sile u Stapovima ako je a= b=5m, c=4 m, d =2 m.

£
1
o & b »
B C Y
[+
2
A
A 416 |
x0T
[&)
. 3

Slika 9.36 Ploca ABCD
RjeSenje:
Posmatrat ¢e se ravnoteza ploce. Stapovi ¢e se ukloniti i njihovo

djelovanje na ploc¢u zamijenit ¢e se reakcijama. Reakcije imaju pravac
§tapova, a smjer se pretpostavlja.
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Slika 9.37 Aktivne sile i reakcije ploce

Definisat ¢e se uglovi sila u Stapovima:

tga—g—— sina—i' cosoc—i (a)
i NSk Jag
4 4 5
tgf =—; sinff = —; COS B = — = i b
tgp = d _N2 sing £ cos @ (¢)
a2 +b2 5 ’ \/ﬁ’ \/—7 .................
Y = AD (d)
Staticke jedancine ravnoteze su:
ZX=Slcosa+SSCosa—S6cos¢~siny—F:O ............................. (e)
ZYz—S3cos/3—S6cos¢.cosyzo ............................................... ®
ZZ =-S, - S;sina - Sgsina - S3sinf -G+ Sgsing -5, =0 .......... (g
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> M, :82-b+Slsina~b+S3sinﬂ-b+G~g—S6singo~b:O ........... (h)

a . .
ZMy:G-E—S6s1ngo-a:O ......................................................... (i)
D M, =S,C0S@ D=0 oo G)

RjeSavanjem sistema jednacina dobiva se:
j) S, =0

h) S, =6 kN

f) S; =-9,62 kN

g) S, =-16,2kN

e) Ss =21,1kN

i) Sg =11,03 kN

(
(
(
(
(
(

Zadatak 9.11 Kvadratna plo¢a prikazana na slici 9.38, ¢iju tezinu
zanemarujemo, opterecena je silom F.

Odrediti veli¢inu i karakter sila u Stapovima kojima je ploc¢a poduprta.
Zadano je: F=2-104 N, a= 1m.

z v/ -

mni

Slika 9.38 Kvadratna ploca
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RjesSenje:
Posmatrat ée se ravnoteza ploce. Stapovi ¢e se ukloniti i njihovo

djelovanje na plocu zamijenit ¢e se reakcijama. Reakcije imaju pravac
Stapova, a smjer se pretpostavlja.

zly

g, -
5
Y’
F X
5
T -
5t ol |

Slika 9.39 Aktivna sila i reakcije u osloncima

ploce

Staticke jedancine ravnoteze su:

D X =F=S3C0845° =0 oot (@)
ZY =S5,5C0845°+ S5€0845° =0 ..oiiiniiiiiiiiiiii (b)
ZZ =-S, - S,sin45°-S; -5, sin45° - S5 sin45°-Sg =0 ............0l (c)
ZMx:SS~a+S4cos45°-a:O .................................................... (d)
ZMy:S3-a+S4cos45°~a+SQCos45°-a+Sl-a:O .................... (e)
ZMZ:S4cos45°~a+S4cos45°~a=O .......................................... ®

Sile u Stapovima, na koje se oslanja plo¢a, imaju intenzitete:
F

(a) S4=——-= 24/2 -10* N zatezanje
cos45°
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(f) S,=-S,=-22-10* N pritisak

(d) S;=-S,cos45°=-2-10* N pritisak

(€) S, =-S;-S,cos45°-S,cos45°=2-10* N zatezanje

(b) S5 =-S,=22-10* N zatezanje

(c) Sg=-S,-S,sin45°-S; - S, sin45° - S5 sin45° = ~2./2 - 10% N pritisak

Zadatak 9.12 Homogena kvadratna plo¢a sa stranicama duzine a i
tezine G=200 N, ucvrSéena je sfernim zglobom u tacki A i poduprta sa 3
Stapa u tackama B, C i D. U tacki D djeluje sila F = 2G. Odrediti

reakcije zgloba A i sile u §tapovima 1, 2 i 3. Zadano je: h = a\/i.

o v o -
P AV T A A
rrEd L L rre

Slika 9.40 Kvadratna ploca

RjesSenje:

Posmatrat ée se ravnoteza ploce. Stapovi ¢e se ukloniti i njihovo
djelovanje na ploéu zamijenit ce se reakcijama, koje imaju pravac
Stapova, a smjer se pretpostavlja. Uklonit ¢e se i sferni zglob i njegovo
djelovanje zamijenit ¢e se reakcijama X,,Y,, Z, (slika 9.41).
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z
Z F
o B B
Xa
| S
D C
&3 | o1}y
0 S, Y

Slika 9.41 Reakcije u osloncima ploce

Uglovi Stapova prema ploci:

_a2 _
-

. 2
sma=?; cosa =

tga 1

S

—
w

sinﬁzi' cosff=—==——

V3’
Staticki uslovi ravnoteze ploce:

ZX:XA—F—Szcosa~cos45°=O .............................................. (a)
ZY =Y, +S,cosf—-Syco8a-siN45°=0....ccccviiiiiiiiniiiiniinn.. (b)

Y Z=2Z,-G-S,sina-S;sinf—S;=0 oo, (©)

ZMX:G-%+Slcosﬂ-a\/§+ss-a+YA-aJ§:O .......................... (d)
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ZMy=F~%+XA-a 2+8,SINBA-F - @=0 .ccocevroreeroereerrrnnn. (e)
ZMZ=Slcos,B-a+F-a=O .......................................................... 4]

Reakcije oslonaca imaju intenzitete:

(f) S =—1 =400/3 =692,82N
cos 3

(e) Xu= %(F—Sl sinﬂ—g) =-187,87 N

X,-F

(a) S;=—=A_— __-_1175,74N
cosa - cos45°

(b) Y, =S,cosa-sin45°- S cos f =-987,87 N

(d) S, =—%—slﬁcosﬂ—YAﬁ=731,37N

(c) Z,=G+S,sina+S sinf+S; = 565,69 N




10-LANCANICE

O LANCANICE

Uze, lanac ili kabl koje je objeSeno na krajevima i nosi teret ukljucujuéi
i svoju tezinu zove se lan¢anica. Lanc¢anice su vazni elementi i koriste se
kao noseéi elementi vise¢ih mostova, objeSenih cjevovoda, za
pridrzavanje visokih objekata (tornjeva, antenskih stubova, dimnjaka) i
elektriécni vodovi optereceni sopstvenom tezinom. Zavisno od
opterecenja koje nose dijele se u dvije osnovne grupe:

— lancéanice operecene koncentrisanim silama,

— lancanice opterecene kontinuiranim opterecenjem.

10.1 Lanéanice opterec¢ene koncentrisanim
silama

Kod lanc¢anica treba odrediti za praksu vazne podatke, a to su:
— odnos izmedu sila i raspona,

— veli¢ina progiba,

— zavisnost tih veli¢ina od duzine lancanice.

L a— :

< =g

Xc

Slika 10.1 Lancéanica optereéena koncentrisanim silama
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Na nacin kako se tretiraju ove lancanice, moze se tretirati i lancanica
opterecena sopstvenom tezinom, ako se ista zamijeni dovoljnim brojem
koncentrisanih sila.

Neka je lancanica optereéena koncentrisanim silama F, i FE, na
mjestima B i C sa poznatim koordinatama xg i xc. Poznato je L i h koji
odreduju polozaj tacaka A i E. Traze se ys i yc , tj oblik lanc¢anice zbog
dimenzionisanja zatezne sile na svakom segmentu AB i BC.

Ako je lanc¢anica idealno savitljiva, svaki njen segment nalazi se pod
dejstvom sila na krajevima i te ¢e sile imati pravce segmenata. Isto vazi i
za krajnje segmente, pa su sile u tim segmentima jednake reakcijama

oslonaca u tackama A i E tj. sila u dijelu AB je F,, a sila u dijelu DE je

Ravni sistem sila nije odreden jer se mogu postaviti tri jednacine,a
postoje Cetiri nepoznate, a to su F,, F,, a i f nagibi lan¢anice, jer je
oblik deformisane lanc¢anice nepoznat. Zato je sile F, i F, lakse
predstaviti preko njihovih komponenata Xa, Ya, Xg, Ye pri ¢emu je:
Xa=Facosa i Ya=Fasine.

Problem je staticki rjeSiv samo ako je poznat jo§ jedan podatak (npr.
odnos sila ili ugao a ili B). NajéeSée se propisuje ugib tj. koordinata
jedne tacke lancanice. Ako je naprimjer unaprijed poznata koordinata

yc tacke C, te ako se posmatra ravnoteza samo sa jedne strane od te
tacke, problem je staticki odreden.

A
—
v | Ya
2lla R
_; x gl
Xa </ <
Yyc —>
B , Scp
C
—_— S
Fy .
v F 2
v
Yy
\ 4 XB
Xc

Slika 10.2 Ravnotezni polozaj lijevog dijela
lanéanice
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Uslovi ravnoteze lijevog dijela lanc¢anice:

D X=0 =X, +8SC0S0 =0 .ioiiiiiiiiiiiiiii (10.1)
DY =0 Y,-F -F,+S;,sind =0 .cccoiiiniiiiiiiiiiiiiciece, (10.2)
> M, =0 S, co88-Yo+Sy,sind-x.—F x5 -F,-x;=0 ...c....... (10.3)

Nepoznate veli¢ine sistema su: Xa, Ya, & i Scp.
Uslovi ravnoteze cijelog sistema:
DX =0 =X, +Xp =0 oo (10.4)

DY =0 Y, +Y, =F,—F,=F, =0 oo (10.5)
d>M,=0 X, -h+Y,-L-F -(L-x3)-F,-(L-x.)-F,-(L-x,)=0(10.6)

Nepoznate velic¢ine sistema su: Xa, Ya, Xg, Y.

Ukupno je Sest nepoznatih veli¢ina koje se mogu odrediti i na osnovu
njih naci odnos tga = Ya / Xa tj. ugao nagiba o, pa onda odrediti ys, yp i
tako odrediti oblik lancanice. Ako lancanica ima mnogo segmenata,
postupak se ponavlja za sve napadne tacke sila iduéi od tacke C.

10.2 Lanéanice opterecene kontinuiranim
optere¢enjem

Postoje tri vrste lan¢anica opterecenih kontinuiranim opterecenjem koje
moze biti:

— proizvoljno kontinuirano optereéenje,

— paraboli¢no (ravnomjerno kontinuirano),

— ravnomjerno opterecenje po luku lancanice.
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10.2.1 Lancanice sa proizvoljno-kontinuiranim
opterecenjem
B
£
f
f
Yy /
A
/
/
D 4
A y ‘;f
/
C-””T X o

Slika 10.3 Lanéanica sa proizvoljno-

kontinuiranim optereéenjem
Tacka C je najniza, a tacka D(x,y) je proizvoljna. Opterecenje g (1 je u
N/m.

—
S

P Cf »
< 2 >
X
R
L === y

Slika 10.4 Ravnoteza dijela CD lancanice

Ako se posmatra ravnoteza dijela CD lancanice, na njega djeluju sile

Se, S isila Q. Pravci te tri sile sijeku se jednoj tacki T prema teoremi
o tri sile. Iz ravnoteze suceljnog sistema sila slijedi:
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DX =0 ScoSa=S: =0 coiiiiiiiiiiiiii (10.7)
DY =0 SSINa—Q=0 .cccociiiiiiiiiiiiiiiiici (10.8)
S TS COS I ettt e (10.9)
Q = S S et (10.10)
Ako se jednacine (10.9) i (10.10) podijele dobiva se:

S e (10.11)
Scosa S,

L O (10.12)

S x—Xxg

Sa slike je: tga = i ugao odreduje oblik lan¢anice.

X —X;
Ako se jednacine (10.9) i (10.10) kavadriraju i saberu dobiva se:
S? cos® a +S? sin® a = S% + Q°
S? =82 +Q?
S je najveca sila jer ima najveci nagib u odnosu na horizontalu.
Jednacine vaze za sve lancanice opterecene proizvoljnim kontinuiranim

opterecenjem. Horizontalna projekcija zatezne sile je §C, a vertikalna

projekcija zatezne sile jednaka je ukupnom kontinuiranom opterecenju
izmedu tacke C i posmatranog presjeka. Sila u lanc¢anici je najmanja u
njenoj najnizoj tacki C, a najveca je u jednom od mjesta vjeSanja A ili B.
Kao i prethodnom sluc¢aju lancanica je staticki neodredena i za rjeSenje
problema treba jedan dodatni podatak. To je obi¢no ugib.
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10.2.2 Parabolicne lancéanice

Ova lancanica optereéena je ravnomjernim kontinuiranim opterecenjem
q (N/m) duz horizontane projekcije (npr. lan¢anica nosi cjevovod).
Sopstvena tezina lancanice nije ravnomjerna po horizontali, ve¢ po
duzini luka i ovdje ¢e se zanemariti. Rezultati vaze i za znatnu tezinu,
ako je lanc¢anica dobro zategnuta tj. ugib mali u donosu na raspon.

L

A 4

<

Slika 10. 5 Parabolicna lancéanica

Slika 10.6 Ravnoteza dijela CD lancanice
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C je proizvoljna najniza tacka i koordinatni pocetak. D(x;y) je proizvoljna
tacka. Sila Q = g -x prolazi kroz tacku T(x/2,0).

> X=0 Scosa-S.=0= SCOSA =Sy weeernreeaniiieiiiieeniieens (10.14)
>Y=0 Ssina-Q=0= SSINA=Q=q X cevereeeeeeeeeeeeennnn. (10.15)

Kavadriranjem i sabiranjem izraza (10.14) i (10.15) dobiva se:

S?cos® a +S?sin*a = SZ + q¢°x°

S = Al H G X e (10.16)
agx _ Yy
tga=—2=-9_Y
s TS x
2
qg-x 2y q-x*

—= =

Sc x 2S5,
Dobivena je jednac¢ina kvadratne parabole sa tjemenom u tacki C. Ako
su ovjeSenja lancanice na razliCitim visinama tj. ako je h#0, tada je

polozaj koordinatnog pocetka tj. tacke C nepoznat i nepoznate su
koordinate tacaka xa, ya, xs, ys.
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10.2.3 Obicne lancanice

Lancanica koja je uniformno opterecena po duzini svoga luka zove se
obi¢na lanéanica.

L

& »
« Ld

0] X

»
»

Slika 10.8 Ravnoteza dijela CD lanéanice

Ako se posmatra ravnoteza dijela CD obi¢ne lancanice onda je sila Q,
kojom se zamjenjuje kontinuirano optereéenje, proporcionalna duzini
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luka: Q =g - siprolazi kroz tacku T koja je teziSte tog luka. Za raliku od
paraboli¢ne lancanice polozaj xr te tacke nije unaprijed poznat.

Iz uslova ravnoteze segmenta CD dobije se:

> X=0 Scosa-S.=0= Scosa=5,
DY =0 Ssina-Q=0=  SSIN@=¢-S.ccoviiriirririiiiieiene. (10.19)

Kvadriranjem i sabiranjem prethodna dva izraza dobiva se:

S =S + g?s? -zatezna Sila .......oocviieiieieeeeeee e (10.20)

Dijeljenjem izraza (10.19) sa (10.18) dobiva se:

tge =S QY e (10.21)
Se  dx
dy
tga = —2
gao dx
ds
dy
dx
Slika 10.9 Element luka
lanéanice
AY = AS  SINO wniiiiiiiiii e (10.22)
AX = AS  COSU ettt (10.23)
Iz uslova ravnoteze je:
sing = =L S e (10.19))
S S
cosa =& ................................................................................... (10.18)
S
Kada se (10.19)i(10.18") uvrsti u (10.22) i (10.23) dobije se
AY = LSS oo (10.22))
S
SC 1
AX = 5 S et (10.23))
S
dy q-s s
tga =—= = e TP PP PTPPTUUPTUPTUPRY 10.21'
9% = 4x = s, ( )
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L S, . . . . -, .
gdje je a=-—% parametar lancanice. On ima dimenziju duzine i

predstavlja vertikalno rastojanje najnize tacke C lancanice od
koordinatnog pocetka O.

Ako se jednacina (10.21') diferencira po x dobije se:

d’y _1ds _14dx’+dy’

2
d'x adc a . B e (10.24)
d’y 1 (dyj

B} = — 1+ p——
d°’x a dx

RjeSenje ove diferencijalne jednacine obi¢ne lancanice, koje istovremeno
zadovoljava i uslov da je y=a za x=0, je:

Ovo je jedancina obi¢ne lanc¢anice, a iz jednacine se moze izvesti i izraz:
S = gttt e e (10.26)

To je sila u uzetu u bilo kojem presjeku obi¢ne lancanice i
proporcionalna je kordinati y tog presjeka.




11-METOD VIRTUALNIH POMJERANJA

METOD VIRTUALNIH
POMJERANJA

w s ¥

Ovaj metod ima nekih prednosti nad klasiénim pristupom. Susre§é¢emo
se sa pojmom rada sile, moguceg pomjeranja i stepena slobode
kretanja.

11.1 Rad sile

Na pokretno tijelo u tacki A ¢iji je polozaj odreden vektorom 7 (x,y,z)
djeluje sila F(X,Y,Z). Neka se tacka A pomjeri za veli¢inu dF u novi
polozaj A; tako da je:

Skalarni proizvod: dA=F-dr definiSe elementarni rad sile F na
pomjeranju dr

AA = F 0l - COSQ euiiniiiiii ettt (11.2)

Ugao a zatvaraju vektori F i dr .

Slika 11.1 Rad sile F na
pomjeranju dr
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Zavisno od ugla a elementarni rad moze biti:

— pozitivan ako su vektori usmjereni na istu stranu

— negativan ako su vektori usmjereni u suprotnu stranu

-
F
— dA<0
dr A1
A
— jednak nuli ukoliko su vektori okomiti
-
F
dA=0
-
A dr Al

Vektor dr moze se napisati:

Ar =dX T+ AY - J+AZ K coeeeeeeeeeeeeee e

F=Xi +Y] 4 ZK oo

Slika 11.2 Vektor dr
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dA=Fdr=(Xi +Y] + ZK)-(dx -1 +dy - J +dZ-K) wevveeeeeeieieceeeeeennnn, (11.5)
dA=Xdx-i-i+Xdy-i-j+Xdz-i -k+Ydx-j-i+
Ydy-j-j+Ydz-j-k+Zdx-k-i+2Zdy-k-j+2Zdz -k-k
Skalarni proizvod dva okomita vektora je nula.

AA = XAX A YAY + ZAZ «.eeiiieiiiiiieiei e (11.7)

Elementarni rad sile F jedank je algebarskom zbiru elementarnih
radova njenih komponenata na odgovarajuéim projekcijama
elementarnog pomjeranja.

A=[dA=[ Fdf =[ (Xdx+Ydy +Zdz) ..covverrrriirriniinninnininnn. (11.8)
pri ¢emu se integracija vrS§i po putanji napadne tacke sile izmedu
pocetnog i krajnjeg polozaja tacke.

Jedinica za rad je Mm=J (dzul) kao i za energiju.

11.2 Rad sprega sila

Ako na tijelo djeluje spreg sila i ako se zeli odrediti rad para sila koje ga
¢ine na elementarnom pomjeranju njihovih napadnih tacaka, trazi se
rad para sila, a ne rad svake pojedinacne sile.

Slika 11.3 Rad sprega sila

Na kruto tijelo u tackama A i B djeluju sile F i F' koje &ine spreg sila:

Neka su tacke A i B pomjerene u njima bliske polozaje A; i B;. Takvo
kretanje moze se predstaviti kao zbir translacije do polozaja A;B' i
rotacije oko ose kroz tacku A; za ugao de¢. U prvoj fazi (translaciji) svaka
tacka tijela ¢e se pomjeriti za isti iznos dr, te je dr,' =dr,. Rad obje sile
na tom pomjeranju jednak je nuli.
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dA=dA +dA, =-F-dri+F'di,' =-F -dri + F-dr1 =0 ................ (11.10)

U drugoj fazi rotacije (rotacije) tacka A; miruje te je rad sile F jednak
nuli, dok je rad sile F' istovremeno jednak radu sprega i iznosi:

AA=F'"dro"=F @ ooceeeoeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e (11.11)

gdje je do elementarni ugao zakretanja krutog tijela (u radijanima).
Ukupan rad sprega sila na konaénoj rotaciji je

11.3 Pojam stepena slobode kretanja

Broj stepeni slobode kretanja nekog sistema jedank je broju nezavisnih
mogucih (virtualnih) pomjeranja sistema.

Npr. kuglica- materijalna tacka koja se slobodno krece u prostoru ima 3
stepena slobode kretanja, jer su nezavisna tri od beskrajno mnogo
virtualnih pomjeranja. To su tri pomjeranja u pravcu koordiantnih osa i
svako drugo virtualno pomjeranje moze se ostvariti preko ta tri
pomjeranja. Ako se kreée u ravni, materijalna tacka ima 2 stepena
slobode kretanja.

Kruto tijelo koje se obrée oko ose ima 1 stepen slobode kretanja. Kruto
tijelo koje vrSi proizvoljno ravno kretanje — knjiga na stolu ima 2
translacije i jednu rotaciju okomitu na ravan kretanja. Slobodno kruto
tijelo ima Sest stepeni slobode: 3 translacije i 3 rotacije.

Broj stepeni slobode kretanja odreduje se na sljede¢i nacin: Ako se
sistem krece, pa se onemogucéi translacija u jednom pravcu ili rotacija
oko jedne ose bilo kog dijela tog sistema i ako se pri tom cijeli sistem
zaustavi, on tada ima 1 stepen slobode kretanja. Ako se poslije toga
drugi dijelovi sistema mogu kretati, postupak se ponavlja i zaustavlja se
translacija ili rotacija nekog drugog dijela sistema. Ako se cijeli sistem
zaustavi on ima 2 stepena slobode kretanja. Ako se ni tada ne zaustavi,
onda on ima viSe od dva stepena i postupak se ponavlja dok se potpuno
ne zaustavi svako kretanje.
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Slika 11.4 Sistem sa dva stepena slobode
kretanja

11.4 Princip virtualnih pomjeranja

Ako na neku tacku A djeluje sistem sila E , F,,... i ako se zamisli da se

toj tacki saopsti virtualno pomjeranje dr koje dozvoljavaju veze, rad
svake od tih sila na moguéem pomjeranju zove se virtualni rad.

Slika 11.5 Sistem sila djeluje
na tacku

Virtualni rad sistema sila na slici 11.5 je:

SA = FuOT oot (11.15)
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Ako je tacka u ravnotezi F,=0 pa je i 64=0. Isto tako, da bi bilo §A=0
mora za proizvoljni or biti F, =0 tj. sistem je u ravnotezi pa znaéi da vazi
i obratno.

Ako je u pitanju kruto tijelo, princip virtualnog pomjeranja glasi:

Da bi kruto tijelo (sistem) bio u ravnotezi potrebno je da je suma radova
svih spoljasnjih sila, koje djeluju na to tijelo (sistem), jednaka nuli na
svakom moguéem pomjeranju tog tijela (sistema).

Ako je neka tacka ili kruto tijelo u ravnotezi, analiticki oblik principa
virtualnog pomjeranja, koji predstavlja uslov ravnoteze je:

SA =Y (F01,0080;) =0 cooiiiiiiiiiiiiicieecccce e (11.16)

A=Y (X0% +Yi0Y; + Z:02,) =0 weoviiiiiiiiiiiciciceccecc (11.16

Ova jednacina zove se opSta jednacina statike. Jedancina (11.16) je
pogodna kad se virtualno pomjeranje odreduje geometrijskim putem, a
jednacina (11.16') kad se odreduje analiticki. U tom slucaju se svaka
sila predstavi preko projekcije na ose, a virtualna pomjeranja oxi, oyi, 0z
se odrede diferenciranjem koordinate napadne tacke odgovarajuce i-te
sile.

Rjesavanje zadataka statike metodom virtualnih pomjeranja
Redoslijed je sljededi:

1. Odabrati sistem i nacrtati odgovarajuée spoljasnje sile.

2. Provjeriti koliko stepeni ima doti¢ni sistem.

Ako sistem ima 1 stepen postupak je:

3. Dati mogucée pomjeranje jednom dijelu sistema (translacija ili
rotacija) i izraziti pomjeranja napadnih tacaka svih sila, koje vrse
rad, u zavisnosti od tog pomjeranja.

4. Izracunati agebarski zbir radova svih sila na moguéim pomjeranjima
njihovih napadnih tacaka (izrazenih preko jednog moguceg
pomjeranja) i tu sumu izjednaciti sa nulom.

5. Eliminisati moguée pomjeranje i rje§iti jednacinu.
Ako sistem ima 2 ili viSe pomjeranja:

3. Odabrati sistem i nacrtati spoljasnje sile.

4. Provjeriti koliko stepeni slobode ima sistem.

5. Izabrati onoliko nezavisnih mogucih pomjeranja koliko sistem ima
stepeni slobode kretanja.
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6. Dati moguce pomjeranje koje odgovara jednom stepenu slobode
kretanja, pri ¢emu se ostala moguca pomjeranja, koja odgovaraju
ostalim stepenima slobode kretanja, smatraju jednakim nuli. Izraziti
moguce pomjeranje svih spoljasnjih sila koje vrSe rad u zavisnosti
od tog moguceg pomjeranja.

7. lzracunati algebarski zbir radova svih sila na prvom mogucem
pomjeranju, izjednaciti ga sa nulom i eliminisati to moguce
pomjeranje.

8. Ponoviti radnje za sljedeée nezavisno virtualno pomjeranje onoliko

puta koliko sistem ima stepeni slobode kretanja i tako dobiti isto
toliko jednacina ravnoteze.

9. Rijesiti sistem jednacina.

Primjer 11.1 Na sistem djeluju spoljasnje sile. Homogeno fizicko
klatno, tezine G, odrzava se u ravnoteznom polozaju tako §to na njega
djeluje spreg sila momenta M. Kolika je vrijednost tog sprega za slucaj
da je a=30°.

—

Ya
—
% Xa bie
A > >

Slika 11.6 Homogeno klatno

Rjesenje:

Klatno ima jedan stepen slobode kretanja. Ako mu se saop$§ti virtualno
ugaono pomjeranje do, rad ¢e vrSiti samo G i M. Rad sila X LiY, e
nula, jer se tacka A kod takvog virtualnog pomjeranja neée pomaknuti.
Rad sile G na moguéem pomjeranju napadne tacke T:

SA =GS Tr = =G SINA 0Ty weeeeeeeeieeeieeeeeeee e (a)
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OA =—G A SINA U coovviviiiiiiiiiiiiiiiii (@)
Rad momenta na rotaciji éa

OA, = MO0 i (o)
Za slucaj ravnoteze vrijedi:

0A=06A +0A,=-G-a-sina-0a+M -0a =0 .....cc.ocoviiiiiiiiiiniinniinninnn. (d)
Ako se gornja jednakost podijeli sa da slijedi:

M =G SINQ | (€)
Za a=30° moment je M = % ........................................................... (e"

Zadatak se moze rijeSiti i primjenom analitickog postupka opSte
jedanc¢ine statike. U tom slucaju sile se rastave na komponente.
Komponente sile G su: Xo=0 i YG = G. Koordinate tacke T u kojoj
djeluje sila G su: x, =asina y, =acosa. Projekcije virtualnog
pomjeranja te tacke su:

oxX, =a-cosa-oa ()
oy, =—a-sina - oo (g)
Rad sile G je:

0A, = X;0x; + Y0y, =—-Gasina - da (h)
Rad sprega je:

0A, =M - S (i
Ukupan rad je:

0A=0A +0A,=-G-a-sina-oa+M  -oaa=0 ()
M =G-a-SINQ | e (k)

Primjer 11.2 Za mehanizam na slici odrediti reakcije oslonaca
primjenom metode virtualnih pomjeranja.
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B a C
F
o 2av3
M=3Fa/2
a
— —
Xa A D XD‘
|_> B ‘ —>
Ya Yp
Slika 11.7 Ram
RjesSenje:
Odredivanje reakcije Xa
- —-
B5TB= ora a
-
F
o
al
—
)_54 1a ora 3
Yar
W T >
Yp

-
Ya
Slika 11.8 Odredivanje reakcije X,

Uslov ravnoteze rama je da je suma virtualnih radova jedanka nuli:

X, -or, —Fsina -6r, + Méa =0

b= e L O O e,
DC 2aqJ3 2a3 -cosa
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or, 3
2a+/3 - cos & -
Odakle se za @=30°i M=3Fa/ 2 dobije Xa=0.
Odredivanje reakcije Ya

X, -or, —Fsina-or, + M

—-
ore

&

—
)_(:x ora
=§ D‘
_’
Y,

A

Slika 11.9 Odredivanje reakcije Y,

Tacka B se mora pomjeriti za 87, = 67, jer je poluga kruta. Tacka C se
mora kretati po krugu sa centrom u D. S druge strane, njena projekcija
na pravac BC mora biti jedanka projekciji virtualnog pomjeranja tacke
B na taj pravac. Ova posljednja projekcija jednaka je nuli, jer je o7y
okomito na pravac BC. Zakljucak je da je 67, = 0, te se ni poluga DC
necée obrtati i rad sprega M jednak je nuli. Zato rad vrse samo sile Y, i
F, a opste jedancine statike su:

Y, 07, —FCOSQ -0, =0 ceniiiiiiiiiiii it (d)

F\3

Y, =Fcosa =——
2

Odredivanje reakcije Xp

Poluzi DC saopsti se virtualno translatorno pomjeranje: o7, = o7,. Pri
translaciji te poluge, ona se ne obrce pa je rad sprega M jednak nuli.
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- -
B5rB a C orc

Y

BN
— —>
Ya T Yp

Slika 11.10 Odredivanje reakcije X,

Kako je 67, = 67, a rad vrse sile F i X, jednagina ravnoteze je:

Y,0r, —Fsina-or, =0

Odredivanje reakcije Yo

B a

Y

Slika 11.11 Odredivanje reakcije Y,
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Oslonac se ucini pokretnim u vertikalnom pravcu i saopS$ti mu se
translacija: 67, = o7.. Stap se u tom slucaju ne obrce. Rad sprega M je
jednak nuli.

Posto projekcije pomjeranja tacaka B i C na pravac BC moraju biti iste,
a pomjeranje o7, ako postoji, mora biti horizontalno jer se tacka B
kreée po kruznici sa centrom u A, pa je ry; =0, tj. tacka B se ne

pomjera. Znaci rad vr$i samo sila Y, i opsta jednacina statike glasi:

Primjer 11.3 Za gredu na slici sa zglobom u tacki B odrediti reakciju
oslonca C.

— —
Fq Fo
A a a B a C 2a a D
Q (@) (@) @)
AN /AN
Ao NN

Slika 11.12 Greda sa Gerberovim zglobom

Rjesenje:
Oslonac C se ukloni i doda se sila F.. Sistemu se daju virtualna
pomjeranja, koje dozvoljavaju preostale veze.

—»

Slika 11.13 Virtualna pomjeranja grede

Rad reakcija F, i F, jednak je nuli. Reakcija F, je okomita na moguce
pomjeranje:
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A, =Fa-0r, =F, -87,C0890% =0 ..cooiiiiiiiiiiaiieeeeeeeeeeeeeeeeee e (@)

Reakcija F, napada nepomiénu tacku.

Opsta jedancina statike je:

OA =FA + 0A) + FA, i (b)
0A; je rad sile Fi,

0Az je rad sile Fz,

0As je rad sile Fs.

OA=-F -0 +F.-01r,—F, -0, =0 .ccccooiiiiiiiiiii (c)
Sva pomjeranja mogu se izraziti preko jednog pomjeranja, npr. ors. 1z
trouglova slijedi:

org o ory or, Or,

=—= = o e (d)
2a a 4da 3a a
odakle je

or, or, 3. or,

or, —?B or, _TB Ot = ) B (e)
Kada se izrazi (e) uvrste u jednacinu (c) dobiva se vrijednost reakcije Fc:

or, 36r, or, .
_1'TB+Fc‘ 4B—F2-TB=O [ 0T e ()
I (c")

2 4 4

- (R1E)
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